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Η τετραγωνική ρίζα ενός µη αρνητικού αριθµού α είναι ο µη αρνητικός αριθµός β 

που όταν υψωθεί στο τετράγωνο µας δίνει τον α, δηλαδή:   
2 , , 0α β β α α β= ⇔ = ≥  

 

Παρατήρηση: 

Η α  ορίζεται όταν 0α ≥  και είναι 0α ≥  (το ΄΄=΄΄ ισχύει για 0α = ). 

 ' ( ! $ ) * ) + % &
� 

2α α=  

� ( )22α α α= = , 0α ≥  

� α β αβ= , , 0α β ≥  και γενικότερα για ν αριθµούς 

1 2 1 2... ...ν να α α α α α= , 
1 2, ,..., 0να α α ≥  

� 
α α

ββ
= , 0α ≥  και 0β >  

� ( )κκα α= , 0α ≥  και  

� 
2α β α β= , 0β ≥  

 

Παρατήρηση: 

α β α β< ⇔ < , , 0α β ≥  

 

 � , � - � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��  ! " # $ % &
Η ν-οστή ρίζα ενός µη αρνητικού αριθµού α είναι ο µη αρνητικός αριθµός β που όταν 

υψωθεί στη ν µας δίνει τον α, δηλαδή: 

, , 0νν α β β α α β= ⇔ = ≥  

Για 1ν =  γράφουµε 1 α α= . 

Για 2ν =  γράφουµε 2 α α= . 

 

Παρατήρηση: 

Η ν α  ορίζεται όταν 0α ≥  και  και είναι 0ν α ≥  (το ΄΄=΄΄ ισχύει για 0α = ). 
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 ' ( ! $ ) * ) + % &
� Αν ν άρτιος, τότε ν να α=  

Αν ν περιττός, τότε 
ν να α= , 0α ≥  

� ( )νν ν να α α= = , 0α ≥  

� 
ν ν να β αβ⋅ = , , 0α β ≥  και γενικότερα για ν αριθµούς 

1 2 1 2... ...ν ν νν
να α α α α α⋅ ⋅ ⋅ = , 

1 2, ,..., 0να α α ≥  

� 

ν

ν
ν

α α
ββ

= , 0α ≥  και 0β >  

� ( )κν κ να α= , 0α ≥  και  

� 
νν να β α β= ⋅ , , 0α β ≥  

� 
µ µνν α α= , 0α ≥  

� 
νρ νµρ µα α= , 0α ≥  

 

Παρατήρηση: 
ν να β α β< ⇔ < , , 0α β ≥  

 

 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��  ! " # $ % &
Αν 0α > , µ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, τότε ορίζουµε 

µ
ν µνα α=  

Ακόµα, αν µ,ν θετικοί ακέραιοι, ορίζουµε 0 0
µ
ν =  

 � � � � - � - � 	
 � �
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0

0

0 0

,

v

v

v

v

v

ά v v

ό v

ά

ό v

x x ή x

x x

x ύ

x x

x x

ν ρτιος
α

ν περιττ ς

ν ρτιος
α

ν περιττ ς

α

α

α

α

α

α

α α

α

αδ νατη

α

>

<

=

→ = ⇔
→

→ = ⇔

→ =
→

→ = ⇔

→ = ⇔

= = −

=

= −

=

 

 � � � � � � � � � � � � � 	 �
 
 �
 Να βρείτε τις τιµές του x  για τις οποίες ορίζονται οι παρακάτω παραστάσεις: 

 i. 3x −  ii. 3 6 3x+  iii.  
3 2

2
4

x +
−  

 iv. ( )22x− +  v. 
24 x−  vi.  2 3x − −   

 vii. 2 3x x− + −  viii.
2

1

x

x

+

−
 ix. 2x x−  � �  � �

H aν  ορίζεται (έχει νόηµα) όταν 0a ≥  

 

i. Η 3x −  ορίζεται όταν 3 0 3x x− ≥ ⇔ ≥  

 

ii. Η 3 6 3x+  ορίζεται όταν 6 3 0 3 6 2x x x+ ≥ ⇔ ≥ − ⇔ ≥ −  

 

iii. Η 
3 2

2
4

x +
−  ορίζεται όταν  

 
3 2 3 2

2 0 2 3 2 8 3 6 2
4 4

x x
x x x

+ +
− ≥ ⇔ ≥ ⇔ + ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥  

 

iv. Η ( )22x− +  ορίζεται όταν 

 ( ) ( )
( )22 0

2 2
2 0 2 0 2 0 2

x

x x x x
+ ≥

− + ≥ ⇔ + ≤ ⇔ + = ⇔ = −  

 

v. Η 
24 x−  ορίζεται όταν 

22 2
4 0 4 4 2 2 2x x x x x− ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ − ≤ ≤  

  



 
 

Τηλ./Fax: 210.62.19.712, Τηλ: 210.6218.894  www.apolito.gr – e-mail:info@apolito.gr 

Λεωφόρος Μαραθώνος &Χρυσοστόµου Σµύρνης 3, 
� � � � � � � � � � � 	 
 � � � � �

 

vi. Η 2 3x − −  ορίζεται όταν  

 2 3 0 2 3 2 3 2 3 1 5x x x ή x x ή x− − ≥ ⇔ − ≥ ⇔ − ≤ − − ≥ ⇔ ≤ − ≥  

     

vii. Η 2 3x x− + −  ορίζεται όταν 

 2 0 3 0 2 3 2 3x x x x xκαι και− ≥ − ≥ ⇔ ≥ ≥ ⇔ ≤ ≤  

 

viii. Η 
2

1

x

x

+

−
 ορίζεται όταν  

  2 0 1 0 2 1 2 1x x x x xκαι και+ ≥ − > ⇔ ≥ − > ⇔ − ≤ <  

 

ix. Η 2x x−  ορίζεται όταν 

2 0 0 0 0
2 0 2 0

2 0 3 0 0 0

, ,

, ,

x x x x x x
x x x x x

x x x x x x

αν αν
αν αν

≥ ≥ ≤ ≥ =  
− ≥ ⇔ ≥ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ≤  

− ≥ < ≤ < <  
 

 

 � �
 Να απλοποιηθεί η παράσταση: 

200 2 18 3 32 4 50− − +  � �  � �
Αναλύουµε τους αριθµούς που βρίσκονται στα υπόριζα σε γινόµενο δύο αριθµών, 

ώστε ο ένας να είναι τέλειο τετράγωνο και ο άλλος να µην έχει παράγοντα που να 

είναι τέλειο τετράγωνο 

 

Είναι 200 2 18 3 32 4 50 100 2 2 9 2 3 16 2 4 25 2− − + = ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =  

   10 2 2 3 2 3 4 2 4 5 2 10 2 6 2 12 2 20 2 12 2= − ⋅ − ⋅ + ⋅ = − − + =  
 

 � �
 Να απλοποιήσετε τις παρακάτω παραστάσεις: 

i. ( )23 3,x ό xταν− <   

ii.   2 2 1 1ταν− + ≥x x ό x,  

iii. 
2 26 9 6 9

2
3 3

,
x x x x

ό x
x x

ταν
− + + +

+ <
− +

 � �  � �
Σε παράσταση που περιέχει τετραγωνική ρίζα µε υπόριζο τέλειο τετράγωνο,  

χρησιµοποιούµε την ιδιότητα 2a a=   

i. Είναι  ( )23 3 3x x x− = − = − + , διότι 3x <   

 

ii. Είναι  ( )22 2 1 1 1 1x x x x x− + = − = − = − , διότι 1≥x   
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iii. Είναι  
( ) ( )2 22 2 3 36 9 6 9

3 3 3 3

x xx x x x

x x x x

− +− + + +
+ = + =

− + − +
 

        
( )3 3 3 3

1 1 0
3 3 3 3

− + − − +
= + = + = − + =

− + − +

x x x x

x x x x
,  

διότι  2 2 2x x< ⇔ − < < , άρα 3 0x − <  και  3 0x + > . 

Εποµένως  ( )3 3x x− = − −  και  3 3x x+ = +  

 

 � �
 Να υπολογίσετε τις  παραστάσεις: 

i. 3 3 3 3 3− +   ii. 3 33 4 5 2 5 2⋅ − ⋅ +  � �  � �
i. Είναι  ( )( ) ( )22

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3− + = − + = − =  

    3 9 3 3 6 18 9 2 3 2= − = = = =  

 

ii. Είναι  ( )( )3 33 3 34 5 2 5 2 4 5 2 5 2⋅ − ⋅ + = ⋅ − + =  

( )223 3 33 3 334 5 2 4 25 2 4 23 92= ⋅ − = ⋅ − = ⋅ =  

 � �
Να γράψετε µε τη µορφή µιας ρίζας τις παραστάσεις:

 i. 53 3⋅   ii.
4 32 2 2⋅    iii. 3 2 3  iv.

3 2 343 3 3⋅ ⋅  v. 34 5 : 3  � �  � �
i. Είναι   5 5 10 5 2 55 6 6 3 2 35 53 3 3 3 3 3 3 3 27⋅ ⋅⋅ = = = = = =

ii. Είναι  
4 43 3 44 63 2 3 32 2 2 2 2 2 2 2 2 2⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =  

   
4 46 6 8 3 8246 3 9 9 3 3 3 82 2 2 2 2 2 8⋅ ⋅= = = = = =  

 

 Όταν εχουµε ρίζες που δεν είναι της ίδιας τάξης, τις µετατρέπουµε σε ρίζες της ίδιας 

τάξης (βρίσκοντας το Ε.Κ.Π των τάξεων) 

 

iii. Είναι  
3 2 62 3 6 62 3 2 3 2 33 2 3 2 3 2 3 2 3
⋅ ⋅= ⋅ = ⋅ = ⋅  

 

iv. Είναι  
3 3 4 4 3 2 62 3 2 4 3 3 6 8 9 64 12 12 123 3 3 3 3 3 3 3 3⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  

   
8 9 6 23 12 11 1112 12 12 123 3 3 3 3 3 3 3= ⋅ ⋅ = = ⋅ = ⋅  

 

v.  Είναι  
3

4 3 3 43 4 3 412 1234 12
4

5
5 : 3 5 : 3 5 : 3

3

⋅ ⋅= = =  
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� �
 Να µετατρέψετε τις παραστάσεις σε ισοδύναµες µε ρητό παρονοµαστή: 

  i.  
2

3
   ii. 

7 4

10

5
   iii. 

4

2 1−
   � �  � �

 Για να µετατρέψουµε ένα κλάσµα της µορφής 
κν

α

β
, µε ν κ> , σε ισοδύναµο µε   

 ρητό παρονοµαστή, πολλαπλασιάζουµε και τους δύο όρους του κλάσµατος µε ν κν β −

i. Είναι 

( )2
2 2 3 2 3 2 3

33 3 3 3

= = =  

ii. Είναι 
7 7 7 74 4 4 4

7 4

7 7 7 7 74 4 3 4 3 7

10 10 5 10 5 10 5 10 5
2 5

55 5 5 5 5 5

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = = = = ⋅

⋅
 

Για να µετατρέψουµε ένα κλάσµα της µορφής 
κ

α β±
, σε ισοδύναµο µε ρητό 

 παρονοµαστή, πολλαπλασιάζουµε και τους δύο όρους του κλάσµατος µε τη συζυγή 

 παράσταση του παρονοµαστή ( )α βm  και χρησιµοποιούµε την ταυτότητα 

( ) ( ) 2 2α β α β α β+ − = −  

iii. Είναι  
( )

( )( )
( )

( )
( ) ( )2

2

4 2 1 4 2 1 4 2 14
4 2 1

2 12 1 2 1 2 1 2 1

+ + +
= = = = +

−− − + −� �
Να µετατρέψετε τις παραστάσεις σε ισοδύναµες µε ρητό παρονοµαστή:

  i. 
12

7 5+
    ii. 

1

11 6 5+ +
  iii. 

33

3

5 2−
 iv. 

3

4

3 1+
 � �  � �

i. Είναι  
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )2 2

12 7 5 12 7 512

7 5 7 5 7 5 7 5

− −
= =

+ + − −

( ) ( ) ( )
12 7 5 12 7 5

6 7 5
7 5 2

− −
= = = −

−

ii. Είναι  
( )

( ) ( )
11 6 51

11 6 5 11 6 5 11 6 5

− +
= =

   + + + + − +
   

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
2 2

11 6 5 11 6 5 11 6 5

2 3011 6 2 30 511 6 5

− + − + − +
= = = =

−− + +− +
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( )6 5 11 306 5 11 180 150 330

2 302 30 2 30 30

+ −+ − + −
= = = =

⋅

6 5 5 6 330

60

+ −
=

Χρησιµοποιούµε τις ταυτότητες ( ) ( )2 2 3 3α β α αβ β α β− + + = −  και  

( )( )2 2 3 3α β α αβ β α β+ − + = +

iii. Είναι  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

22
3 33 3

3 23 2
3 3 33 3 3

3 5 5 2 2
3

5 2 5 2 5 5 2 2

 
  

 
  

+ ⋅ +
= =

− − + ⋅ +

  
( )
( ) ( )

( )3 33 3 3 3

33
33

3 25 10 4 3 25 10 4

5 25 2

+ + + +
= = =

−−
 

  33 325 10 4= + +  

 

iv. Είναι  
( )

( ) ( )

2
23 3

3 2
23 3 31

1

4 3 3 1 1
4

3 3 3 3 1 1

 
  

 + +   

− ⋅ +
= =

− ⋅ +

( )
( )

( )3 3 3 3

3
33

4 49 3 1 9 3 1

3 13 1

− −

+

+ +
= = =

+
3 39 3 1− +  � �

 Να λυθούν οι εξισώσεις: 

i. 216 25 0x − =  

ii. 34 32 0x − =  

iii. 43 1 0x + =  

iv. 57 3 0x + =  

v. ( )106 0x − =  � �  � �
i. Είναι: 

2 2 2 25 25 25 5 5
16 25 0 16 25

16 16 16 4 4
− = ⇔ = ⇔ = ⇔ = = − ⇔ = = −x x x x ή x x ή x

 

ii. Είναι  3 3 3 34 32 0 4 32 8 8 2x x x x x− = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  
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iii. Είναι  4 4 4 1
3 1 0 3 1

4
x x x+ = ⇔ = − ⇔ = − , που είναι αδύνατη 

 

iv. Είναι  
5 5 5

5
3 3

7 3 0 7 3
7 7

x x x x+ = ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = −  

 

v. Είναι  ( )106 0 6 0 6x x x− = ⇔ − = ⇔ =� �
 Να λυθούν οι εξισώσεις: 

i. ( )2008 20083 2x x− =  

ii. ( )54 243 0x − + =  

iii. ( ) ( )2 2
5 2 4, 2 5x x ό xταν− − − = ≤ ≤  � �  � �

i. Είναι:  

( )2008 2008 1
3 2 3 2 3 2 2 2 4 2 1

2
− = ⇔ − = − = − ⇔ = = ⇔ = =x x x x ή x x x ή x x ή x

 

ii. Είναι: 

   ( ) ( ) ( )5 5 5 54 243 0 4 243 4 3− + = ⇔ − = − ⇔ − = − ⇔x x x  

   
5 54 3 4 3 1⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ =x x x  

 

iii. Είναι: 

   ( ) ( ) ( ) ( )
2 5

2 2
5 2 4 5 2 4 5 2 2

≤ ≤

− − − = ⇔ − − − = ⇔ − − − = ⇔
x

x x x x x x  

      
5

5 2 2 2 5
2

x x x x⇔ − − + = ⇔ − = − ⇔ = , που είναι δεκτή
 � �
  Να δείξετε ότι: 

i. 3 2 5+ >  

ii. 3 5 8 6+ < +  

iii. 1 5 7 2 5+ < +  

iv. 3 11 7<  � �  � �
Όταν τα µέλη  ανισοτήτων είναι µη αρνητικοί αριθµοί, τα υψώνουµε σε δύναµη µε 

κατάλληλο εκθέτη, ώστε να καταλήξουµε σε µια ανισότητα που ισχύει 

 

i. Είναι  ( ) ( )2 2

3 2 5 3 2 5+ > ⇔ + > ⇔  
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  3 2 6 2 5 2 6 0⇔ + + > ⇔ > , που ισχύει 

 

ii. Είναι  ( ) ( )2 2

3 5 8 6 3 5 8 6+ < + ⇔ + < + ⇔

 9 6 5 5 8 2 48 6 6 5 2 48 6 5 2 4 3⇔ + + < + + ⇔ < ⇔ < ⋅ ⇔  

   ( ) ( )2 2

3 5 4 3 3 5 4 3 9 5 16 3 45 48⇔ < ⇔ < ⇔ ⋅ < ⋅ ⇔ < , που ισχύει 

 

iii. Είναι  ( ) ( )
22

1 5 7 2 5 1 5 7 2 5+ < + ⇔ + < + ⇔  

  1 2 5 5 7 2 5 6 7⇔ + + < + ⇔ < , που ισχύει 

 

iv. Είναι  ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

6 6 3 2
3 3 311 7 11 7 11 7   < ⇔ < ⇔ < ⇔      

 

  2 311 7 121 343⇔ < ⇔ < , που ισχύει 

 

  
 
 �
   Να συγκρίνετε τους αριθµούς: 

i. 1 3−  και 5 2−  

ii. 7 3+  και 21 1+  � �  � �
i. Είναι  1 3 0− <  και 5 2 0− > , οπότε 1 3 5 2− < −   

 

Όταν οι αριθµοί είναι θετικοί, αρκεί να συγκρίνουµε τα τετράγωνά τους 

   

ii. Είναι: 

   ( )27 3 7 2 21 3 10 2 21+ = + + = +  και  

  ( )221 1 21 2 21 1 22 2 21+ = + + = +  

Παρατηρούµε ότι 10 2 21 22 2 21+ < + , οπότε 7 3 21 1+ < +  

 

   

 

 
 � �
  i. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις:  

( )21 2 3+  και ( )21 2 3−  

 ii. Να απλοποιήσετε την παράσταση: 

13 4 3 13 4 3A = + − −  � �  � �
i. Είναι:  

 ( )21 2 3 1 4 3 12 13 4 3+ = + + = +  και  
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 ( )21 2 3 1 4 3 12 13 4 3− = − + = −  

 

ii.  Είναι: 

 
( )

( ) ( )2 2

13 4 3 13 4 3 1 2 3 1 2 3Α = + − − = + − − =
i

 

 ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3 1 1 2 3 2 3 1 2= + − − = + − − = + − + =  

 

 
 � �
   Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

i. 14 6 5+  

ii. 5 2 6−  � �  � �
Μετασχηµατίζουµε τις υπόριζες ποσότητες σε τέλεια τετράγωνα, βασιζόµενοι στις 

ταυτότητες ( )2 2α β α α β β+ = + +  και ( )2 2α β α α β β− = − +  

 

i. Είναι  ( )214 6 5 9 2 3 5 5 3 5 3 5 3 5+ = + ⋅ + = + = + = +  

 

ii. Είναι  ( )25 2 6 3 2 3 2 2 3 2 3 2 3 2− = − + = − = − = −  

 

 
 � �
   i.  Να αποδείξετε ότι ( )24 5 21 8 5− = −  

    ii.  Να βρείτε τις ακέραιες λύσεις της ανίσωσης  2 21 8 5x ≤ −  � �  � �
i. Είναι  ( )24 5 16 8 5 5 21 8 5− = − + = −  

 

ii. Είναι: 

  ( )
( ) 2

2 221 8 5 4 5 4 5 4 5≤ − ⇔ ≤ − ⇔ ≤ − ⇔ ≤ − ⇔
i

x x x x  

  ( )4 5 4 5 5 4 4 5 1 0 1⇔ − − ≤ ≤ − ⇔ − ≤ ≤ − ⇔ = − = =x x x ή x ή x  

 

 
 � �
   Να βρείτε τους , ,x y z  αν ( )23 3 5 4 2 0x y x x y z− + − + − − = . � �  � �

Το άθροισµα µη αρνητικών αριθµών είναι µηδέν όταν οι αριθµοί είναι µηδέν 

 

 Είναι: 
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( )23 3 5 4 2 0

3 0 3 5 0 4 2 0

3 5 2

x y x x y z

x y x x y z

x y z

και και
και και

− + − + − − = ⇔

⇔ − = − = − − = ⇔

⇔ = = =

 

 

 
 � �
    i.  Να εξετάσετε πότε ισχύει η ισότητα 2 2α β α β+ = +  

   ii. Αν , 0α β ≥ , να αποδείξετε ότι α β α β+ ≤ +  � �  � �
i. - Αν 0α β+ < , τότε  2 2 0α β+ < , που είναι άτοπο 

 

 - Aν 0α β+ ≥ , τότε  ( ) ( )
2

22 2 2 2α β α β α β α β+ = + ⇔ + = + ⇔  

     2 2 2 22 2 0 0 0α β α αβ β αβ α β⇔ + = + + ⇔ = ⇔ = =ή  

Εποµένως η ισότητα 2 2α β α β+ = +  ισχύει όταν: 

                                  ( ) ( )0 0 0 0α και β β και α= ≥ = ≥ή  

 

ii. Είναι:  

   ( ) ( )
, 0 2 2α β

α β α β α β α β
≥

+ ≤ + ⇔ + ≤ + ⇔  

  2 0 2α β α αβ β αβ⇔ + ≤ + + ⇔ ≤ , που ισχύει 

 

 
 � �
   Να δείξετε ότι για κάθε x∈ �  ισχύει 2 1x x+ > . � � � � �

- Αν 0x < , τότε προφανώς ισχύει 2 1x x+ >   

 

- Αν 0x ≥ , τότε  ( )
2

2 2 2 2 21 1 1 1 0x x x x x x+ > ⇔ + > ⇔ + > ⇔ > , που ισχύει 

Εποµένως  ισχύει  2 1x x+ >  για κάθε x∈ �  

       

 

  

 

 

 

 

 

 
 � �
    Αν 0 α β< ≤ , να αποδείξετε ότι: 

i. 
2

α β
α β

+
≤ ≤  ii. α αβ β≤ ≤  
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   iii. 
2αβ

α β
α β

≤ ≤
+

 iv. 
2

2

αβ α β
αβ

α β
+

≤ ≤
+

 

 � � � � �
i. Αρκεί να αποδείξουµε ότι  

2

α β
α

+
≤  και 

2

α β
β

+
≤ . Είναι : 

••••   2
2

α β
α α α β α β

+
≤ ⇔ ≤ + ⇔ ≤ , που ισχύει 

••••   2
2

α β
β α β β α β

+
≤ ⇔ + ≤ ⇔ ≤ , που ισχύει 

Πράγµατι λοιπόν, έχουµε 
2

α β
α β

+
≤ ≤  

 

ii. Επειδή  
, 0

2 2
α β

α αβ β α αβ β
>

≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ , αρκεί να αποδείξουµε ότι 2α αβ≤  

 και 2αβ β≤ . Είναι: 

••••   ( )2 2 0 0α αβ α αβ α α β≤ ⇔ − ≤ ⇔ − ≤ , που ισχύει διότι 0α >  και 0α β− ≤  

••••   ( )2 2 0 0αβ β αβ β β α β≤ ⇔ − ≤ ⇔ − ≤ , που ισχύει διότι 0β >  και 0α β− ≤  

Πράγµατι λοιπόν, έχουµε 
2 2α αβ β α αβ β≤ ≤ ⇔ ≤ ≤  

 

iii. Αρκεί να αποδείξουµε ότι  
2αβ

α
α β

≤
+

 και 
2αβ

β
α β

≤
+

. Είναι: 

•••• ( )
0

2 22
2 2 ,

α βαβ
α α α β αβ α αβ αβ α αβ

α β

+ >

≤ ⇔ + ≤ ⇔ + ≤ ⇔ ≤
+

 που ισχύει από (ii) 

•••• ( )
0

2 22
2 2 ,

α βαβ
β αβ β α β αβ αβ β αβ β

α β

+ >

≤ ⇔ ≤ + ⇔ ≤ + ⇔ ≤
+

 που ισχύει από (ii) 

Πράγµατι λοιπόν, έχουµε 
2αβ

α β
α β

≤ ≤
+

 

 

iv. Αρκεί να αποδείξουµε ότι  
2αβ

αβ
α β

≤
+

 και 
2

α β
αβ

+
≤ . Είναι: 

•••• ( ) ( ) ( )
0 0 222
2 2

α β αβαβ
αβ αβ α β αβ αβ α β αβ

α β

+ > >
 ≤ ⇔ ≤ + ⇔ ≤ + ⇔ +

    

    ( )
0

2 2 2 2 2 24 2 4 2
αβ

α β α αβ β αβ αβ α αβ β
>

⇔ ≤ + + ⇔ ≤ + + ⇔    

    ( )22 20 2 0α αβ β α β⇔ ≤ − + ⇔ ≤ − , που ισχύει 

••••   ( ) ( )
, 0 2 2

2 2
2

α βα β
αβ αβ α β αβ α β

>+
≤ ⇔ ≤ + ⇔ ≤ + ⇔  

  ( )22 2 2 24 2 0 2 0αβ α αβ β α αβ β α β⇔ ≤ + + ⇔ ≤ − + ⇔ ≤ − , που ισχύει 

Πράγµατι λοιπόν, έχουµε 
2

2

αβ α β
αβ

α β
+

≤ ≤
+
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 � �
   i.  Αν , 0x y > , να αποδείξετε ότι: 2x y xy+ ≥  

   ii.  Αν , , 0x y z > , να αποδείξετε ότι: 

a. ( ) ( )2 21 1 4x y xy+ + ≥  

b. 
1 1 1 1 1 1

x y z xy yz xz
+ + ≥ + +  � � � � �

i. Είναι  ( ) ( )
, 0 22 2 22 2 2 4

>

+ ≥ ⇔ + ≥ ⇔ + + ≥ ⇔
x y

x y xy x y xy x xy y xy  

    ( )22 22 0 0⇔ − + ≥ ⇔ − ≥x xy y x y , που ισχύει 

 

ii.α.  Σύµφωνα µε το ερώτηµα (i) είναι: 

•••• 
0

2 2 21 2 1 1 2
x

x x x x
>

+ ≥ ⋅ ⇔ + ≥  (1) 

•••• 
0

2 2 2
1 2 1 1 2

y

y y y y
>

+ ≥ ⋅ ⇔ + ≥  (2) 

 Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις ανισότητες  (1) και (2) (αφού τα µέλη τους  

 είναι θετικά), παίρνουµε: 

( ) ( )2 21 1 4x y xy+ + ≥  

 

  b. Σύµφωνα µε το ερώτηµα (i) είναι: 

•••• 
1 1 1 1 1 1 1

2 2
x y x y x y xy
+ ≥ ⋅ ⇔ + ≥  (3) 

•••• 
1 1 1 1 1 1 1

2 2
y z y z y z yz
+ ≥ ⋅ ⇔ + ≥  (4) 

•••• 
1 1 1 1 1 1 1

2 2
x z x z x z xz
+ ≥ ⋅ ⇔ + ≥  (5) 

 Προσθέτοντας κατά µέλη τις ανισότητες (3), (4) και (5), παίρνουµε: 

  
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
x y z x y zxy yz xz xy yz xz

  
+ + ≥ + + ⇔ + + ≥ + +       

  

  

 

    

 � � � � � � � � � � � � � 	 � �
 � � # � ( 
 
 �

 Να υπολογίσετε την παράσταση: 
10 342 1024 3 81 5 125⋅ − ⋅ + ⋅  

 � �
 Αν 1 3 2α = +  και 1 3 2β = − , να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

a. αβ  
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b. 2 2α αβ β− +  

c. 3 3α β+  � �
 i.  Αν 21 13 7 4x = + + + , να βρείτε τον x . 

ii.  Αν 3 2 1x = + + , να βρείτε τον 4x . 

 � �
 Να αποδείξετε ότι: 

a.   ο αριθµός 3 2+  είναι η τετραγωνική ρίζα του αριθµού 11 6 2+  

b. ο αριθµός α β+  είναι η τετραγωνική ρίζα του αριθµού 2 ,α αβ β+ +  

 όπου , 0α β ≥  

 � �
 Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

a. 

( ) ( )2 2

16 16

3 2 3 3 2 3
−

− +
 

b. ( )55 32 3 5−  

c. 

( )66

64

1 2−
 

 � �
 i. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

( )33 1+  και ( )33 1−  

ii. Να απλοποιήσετε την παράσταση: 

3 36 3 10 6 3 10A = + − −  

 � �
 Να αποδείξετε ότι 

1 1
2 2

2 1 2 1
+ =

− +
. 

 � �
 Να µετατρέψετε σε ισοδύναµη µε ρητό παρονοµαστή την παράσταση: 

1 3 2

1 3 2

+

−
 

 � �
 Να λυθούν οι εξισώσεις: 

a. 32 0x x+ =  

b. 5 16 0x x− =  

c. ( ) 42 81 0x − − =  

 
 � �
   i. Να λύσετε την εξίσωση 3 225 0x x− = . 

 ii. Αν ρ είναι η µεγαλύτερη ρίζα της εξίσωσης του ερωτήµατος (i), να  

 αποδείξετε ότι: 
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2 2 8

42 2

ρ ρ ρ
ρρ ρ

+ −
− =

−− +
 

 

 
 
 �
   i. Να λύσετε την εξίσωση 3 27 0x + = . 

 ii. Αν η εξίσωση ( )3 23 1 8 0xα + − =  έχει κοινή λύση µε την εξίσωση του  

 ερωτήµατος (i), να βρείτε το α. 

 
 � �
   Να λύσετε τις εξισώσεις: 

a. 
2 10 25 5x x x− + = −  

b. 
249 14 7x x x− + = −  

 
 � �
   Να αποδείξετε ότι: 

a. ( )( )2 233 3 33 3α β α α β β α β+ − ⋅ + = + , όπου , 0α β ≥  

b. ( )( )2 233 3 33 3α β α α β β α β− + ⋅ + = − , όπου , 0α β ≥  

 

 � � � # � ( 
 
 � �

 Να λυθούν οι εξισώσεις: 

a. 3 6x a=  

b. 3 9x a=  

c. 6 5x a=   

 
 � �
 Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 2 2−  είναι η κυβική ρίζα του αριθµού  14 2 20− . 

 
 � �
 Να υπολογίσετε την παράσταση: 

3 3 2 6 2 3 3 2+ + ⋅ + ⋅ − +  

 
 � �
 a.  Να συγκρίνετε τους αριθµούς 6 11+  και 6 11− . 

b. Αν 6 11 6 11κ = + − − , τότε:  

i. να αποδείξετε ότι 2 2κ =  

ii. να βρείτε τα ( ) ( )2008 2008

2 , 2κ κ+ −  

 
 � �
   Να βρείτε τα ,x y , για τα οποία ισχύει ότι 

2 2 2 3 2 5 8 0x y x y+ − − + = . 

 
 � �
   Αν 

2 22 1 4 4x x x xΚ = − + + + + , να λύσετε: 

a. την εξίσωση 7Κ =  
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b.   την ανίσωση 7Κ ≤  

 � � �
   Να λυθούν οι εξισώσεις: 

a. 5 3 227 27 0x x x− + − =  

b. 7 4 38 81 648x x x+ − =  

 � 
 �
   Να λύσετε την ανίσωση ( )2 ,3 1d x ≤ . 

 � � �
   ∆ίνεται η παράσταση 3 2κΠ = + − , µε 13 22κ≤ ≤ . 

a. Να δείξετε ότι 2 3≤ Π ≤ . 

b.   Να βρείτε τις τιµές του κ  για τις οποίες η παράσταση Π  λαµβάνει την 

ελάχιστη και τη µέγιστη τιµή της. 

 � � �
   Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

a. 
2 22 1 10 25x x x xΚ = + + + − +  

b. 4 2 4 24 4x y y xΛ = + + + , όταν 2 2 1x y+ =  

 � � �
   Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

a. 54 14 5+     

b.   15 4 11−     

c. 39 432−     

 � � �
   Για ποιες τιµές του x  η παράσταση 

( )22 5 3 5

2

x x

x

− − + −
Π =  είναι ανεξάρτητη 

  του x ; 
 � � �
   Να αποδείξετε ότι: 

a. 2 ,
2

+
+ ≤

x y
x y  όπου , 0≥x y  

b. 2006 2007 2009 2010 4 2008+ + + ≤  

 � � �
   Να αποδείξετε ότι: 

a. α β α β− ≤ − ,  όπου 0,α β ≥  

b.
22 4 4 22ν ν ν ννα α α α+ ++⋅ = ,  όπου 0α ≥  
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