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∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

 

Θέµα 1ο 

Α) Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω ερωτήσεις ως σωστές (Σ) ή λάθος (Λ): 

 

I) Αν ( ) ,// γγβ
rrr

+  τότε ( ) .// βγβ
rrr

+  

II) Αν ,βγβα
rrrr

=  τότε .γα
rr

=  

III) Το συµµετρικό του σηµείου ( )5,2Μ  ως προς το σηµείο ( )6,4Κ  είναι 

το σηµείο ( )6,6Μ′ . 

IV) Τα σηµεία ( ) ( ) ( )4,0,5,3,2,1 ΓΒΑ  και ( )1,2−∆  είναι κορυφές 

παραλληλογράµµου. 

 

 

Β) ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σηµεία ΛΚ,  και Μ , τέτοια ώστε: 

    =ΑΚ
3

1
ΑΒ , =ΓΛ

3

1
ΒΓ  και ΑΜ

3

2
= ΑΓ . 

I) Αν α
r

=ΑΒ  και β
r

=ΑΓ , να εκφράσετε τα ΚΜΚΛ,  συναρτήσει των 

βα
rr

, . 

II) Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ΜΛΚ ,,  είναι συνευθειακά. 

 

 

Θέµα 2ο 

Α) ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  µε βα
rr

2+=ΑΒ  και .2 βα
rr

−=Α∆  Αν 

2== βα
rr

 και ( ) ,
3

,
π

βα =
vr

 να βρείτε τα µήκη των διαγώνιων του 

παραλληλογράµµου. 

 

 

Β) Να αναλύσετε το διάνυσµα ( )3,2 −=α
r

 σε δύο συνιστώσες, µια παράλληλη 

στο ( )3,1−=β
r

 και µια κάθετη στο .β
r
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Θέµα 3ο 

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 0233222 =+−−++ yxxyyx  παριστάνει δύο 

παράλληλες ευθείες. Στη συνέχεια, να βρεθεί το εµβαδόν του τραπεζίου που 

σχηµατίζουν οι ευθείες αυτές µε τους άξονες. 

 

 

Θέµα 4ο 

Α) ∆ίνεται η εξίσωση ε: ( ) ( ) ℜ∈=−+++−++ λλλλλλ ,011223 22 yx . Να 

αποδείξετε ότι: 

I) Η ε παριστάνει εξίσωση ευθείας, για κάθε τιµή της παραµέτρου λ . 

II) Η ε διέρχεται από σταθερό σηµείο. 

 

 

Β) ∆ύο σηµεία Α και Β κινούνται επί των θετικών ηµιαξόνων xΟ  και yΟ  

αντίστοιχα έτσι, ώστε 
( ) ( )

4
11

=
ΟΒ

+
ΟΑ

. Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ 

διέρχεται από σταθερό σηµείο. 
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ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 

 

Θέµα 1ο 

Α) I. (Σ) 

    II. (Λ) 

    III. (Λ) 

    IV. (Σ) 

 

Β). I. ΚΛ ΑΛ= ΑΚ− βααβα
rrrrr

3

4

3

2

3

1

3

4

3

1
+−=−+−=  

         ΚΜ ΑΜ= ΑΚ− αβ
rr

3

1

3

2
−=  

 

     II. Παρατηρούµε ΚΜ2 ΚΛ=  άρα τα Κ,Λ,Μ: συνευθειακά 

            

 

Θέµα 2ο 

Α) Είναι: =ΑΓ +ΑΒ Α∆ βαβαβα
rrrrrr

+=−++= 322   

και Β∆ −Α∆= ΑΒ βαβαβα
vrrrrr

322 −=−−−=  

Επίσης: 2
2

1
22

3
=⋅⋅=⋅=⋅

π
συνβαβα

rrrr
. 

Οπότε: =ΑΓ
2 ( ) =+⋅+=+ 222

693 ββααβα
rrrrrr 22

269 βα
rr

+⋅+  

            5221229 22 =++⋅=  

Άρα ΑΓ 13252 ==  

       
2

Β∆ ( ) 2836124926963
22222

=+−=+⋅−=+⋅−=−= βαββααβα
rrrrrrrr

 

Άρα Β∆ 7228 ==  
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Β) Έστω 21 ααα +=
r

 (1) µε βα
r

//1 , δηλαδή βλα
r

=1  και βα
r

⊥2 , οπότε 

.02 =⋅ βα
r

 

Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (1) µε β
r
 και έχουµε 

⇔+⋅⋅=⋅⇔⋅+⋅=⋅ 021 ββλβαβαβαβα
rrrrrrrr

 

( ) ( ) .
10

11
1011103312

2

−=⇔⋅=−⇔⋅=−+−⇔=⋅ λλλβλβα
rrr

 

Άρα ( ) =−−= 3,1
10

11
1α 








10

33
,

10

11
 και από την (1): 

( ) .
10

3
,

10

9

10

33
,

10

11
3,2 212 







=⇔






 −−−=−= αααα
r

 

Άρα .
10

3
,

10

9

10

33
,

10

11







+






 −=α
r

 

        

Θέµα 3ο 

Θα θεωρήσουµε την εξίσωση: ⇔=+−−++ 0233222 yxxyyx  

( ) ( ) ,02332 22 =+−+−+ yyxyx  ως τριώνυµο ως προς x . Είναι: 

( ) ( ) 018124912423432 2222 〉=−+−+−=+−⋅−−=∆ yyyyyyy  

( )
y

yy
x

−

−
=

±−−
=

1

2

2

132
2,1  

∆ηλαδή: 022 =−+⇔−= yxyx  ή .011 =−+⇔−= yxyx  

Εποµένως η αρχική εξίσωση παριστάνει τις ευθείες 02:1 =−+ yxε  και 

01:2 =−+ yxε  και, επειδή 121 −== λλ , ισχύει: 21 // εε . 

Η ευθεία 1ε  τέµνει τους άξονες στα σηµεία ( )0,2Γ  και ( )2,0∆  

ενώ η 2ε  τέµνει τους άξονες στα σηµεία ( )1,0Α  και ( )0,1Β . 

Για να υπολογίσουµε το εµβαδόν Ε του τραπεζίου ΑΒΓ∆ πρέπει να βρούµε τα 

µήκη: (ΑΒ), (Γ∆) και ( )1,ευ Α= d . 

Από το πυθαγόρειο θεώρηµα ισχύει: 

( ) ( ) 2211 222 =ΑΒ⇔=+=ΑΒ  και ( ) ( ) 22822 222 =Γ∆⇔=+=Γ∆ . 

( )
2

2

2

1

11

210
,

22
1 ==

+

−+
=Α= ευ d . 

Οπότε 
( ) ( )( ) ( )

2

3

2

2

2
222

2
=

⋅+
=

⋅Γ∆+ΑΒ
=Ε

υ
 τ.µ. 

 

Θέµα 4ο 
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Α) 

I. Για να µην είναι η ε  εξίσωση ευθείας, πρέπει: 

          












=++

=++

012

023

2

2

λλ

λλ
, που είναι αδύνατο, αφού και οι δύο εξισώσεις  

          έχουν 0〈∆ . 

          Οπότε η ε  είναι εξίσωση ευθείας για κάθε ℜ∈λ . 

II. 1ος τρόπος: 

Είναι: ( ) ( ) ⇔=−+++−++ 011223 22 λλλλλ yx  

        −−++ yxxx 22 223 λλλ ⇔=−+− 01λλ yy  

        ( ) ( ) ( ) 012123 2 =−−+⋅+−+⋅− yxyxyx λλ  (1) 

 

 

 

Για να αληθεύει η (1), για κάθε τιµή της παραµέτρου λ , 

πρέπει:
















=−−

=+−

=−

012

01

023

yx

yx

yx

 

Με αφαίρεση κατά µέλη των δύο τελευταίων εξισώσεων 

προκύπτει: .202 =⇔=− xx  

Τότε:
















=−−⋅

=+−

=−⋅

0122

012

0223

y

y

y

3=⇔ y . 

Εποµένως η ε  διέρχεται από το σταθερό σηµείο (2,3). 

 

2ος τρόπος 

Για 0=λ  η ε  γίνεται: 12012 −=⇔=−− xyyx  και για 1=λ  

               η ε  γίνεται: ( ) 2048601246046 =⇔=+−⇔=−−⇔=− xxxxxyx  

               Τότε: .3122 =−⋅=y  

               ∆ηλαδή, δύο από τις αρχικές ευθείες διέρχονται από το  

               σηµείο Α(2,3). 

               Για να διέρχονται όλες από το Α πρέπει: 

               ( ) ( ) ⇔=−+++−++ 011223 22 λλλλλ yx  

               0443301336426 22 =−+−⇔=−+−−−++ λλλλλλλ  που ισχύει. 

               Εποµένως, το σταθερό σηµείο είναι το Α. 
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Β) Έστω ότι τα σηµεία Α και Β έχουν συντεταγµένες (α,0) και (0,β) 

αντίστοιχα, µε α,β>0. Τότε:
( ) ( ) αββα

1
4

1
4

11
4

11
−=⇔=+⇔=

ΟΒ
+

ΟΑ
 (1) 

Επειδή β>0, πρέπει και .
4

1
4

1
0

1
4 〉⇔〈⇔〉− α

αα
 

Τότε η (1) γίνεται: .
14

141

−
=⇔

−
=

α
α

β
α
α

β
 ∆ηλαδή, το Β έχει συντεταγµένες 

.
14

,0 







−α

α
 

Για τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ ισχύει: 
αα

α
α

λ
41

1

0

0
14

−
=

−

−
−=  

 

 

 

 

Η ευθεία ΑΒ έχει εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) 01441
41

1
0 =−−+⇔−=−⇔−⋅

−
=− ααααα

α
yxxyxy  (2) 

Για 1=α  η (2) γίνεται 013 =−+ yx  και για 2=α  η (2) γίνεται: 027 =−+ yx . 

Με αφαίρεση κατά µέλη προκύπτει: 
4

1
014 =⇔=− yy  και 

4

1
01

4

1
3 =⇔=−⋅+ xx . 

∆ηλαδή δύο από τις ευθείες της (2) διέρχονται από το σταθερό σηµείο 








Μ
4

1
,

4

1
. 

Για να διέρχονται όλες από το Μ, δηλαδή για να διέρχονται από την ευθεία 

ΑΒ από το σταθερό σηµείο Μ, πρέπει ( ) 041410
4

1
14

4

1
=−−+⇔=−⋅− αααα  

που ισχύει. 

Εποµένως, η ευθεία ΑΒ διέρχεται από το σταθερό σηµείο 






Μ
4

1
,

4

1
. 
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