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ΘΕΜΑ 1
ο
 

 

Α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Αν µια συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο 0x , τότε είναι και συνεχής 

στο σηµείο αυτό. 

(10 µονάδες) 

ii. Αν οι συναρτήσεις gf ,  είναι παραγωγίσιµες στο 0x , τότε η συνάρτηση gf +  

είναι παραγωγίσιµη στο 0x  και ισχύει: ( ) ( ) ( ) ( )000 xgxfxgf ′+′=⋅′+ . 

(10 µονάδες) 

 

Β) Να χαρακτηρίσετε ως σωστές (Σ) ή λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις. 

i. Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [ ]1,0 , παραγωγίσιµη στο ( )1,0  και ( ) 0≠′ xf  

για όλα τα ( )1,0∈x , τότε ( ) ( )10 ff ≠ . 

ii. Οι µιγαδικοί iz ⋅+= ρσυνθρηµθ1  και iz ρ=2  έχουν ίσα µέτρα. 

iii. Αν ( ) lxf
x

=
+∞→

lim  τότε η ευθεία lx =  λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη της fC  στα 

∞+ . 

iv. Το µεγαλύτερο από τα τοπικά µέγιστα µιας συνάρτησης είναι µέγιστο αυτής. 

v. Αν η f  δεν είναι παραγωγίσιµη στο ( )βα ,0 ∈x , τότε η f  δεν παρουσιάζει 

ακρότατο στο 0x . 

(5 µονάδες) 

 

ΘΕΜΑ 2
ο
 

 

Α) Αν για τον µιγαδικό z  ισχύει ότι: 143 =+− iz  τότε: 

i. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος της εικόνας του z . 

ii. Να βρεθεί το µέγιστο και το ελάχιστο µέτρο του z . 

(15 µονάδες) 

 

Β) Έστω η ευθεία 52 += xy , είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης µιας 

συνάρτησης f  στο ∞+ . Να βρείτε τα όρια: 

α. 
( )
x

xf

x
lim

+∞→

 και ( )[ ]xxf
x

2lim −
+∞→

 

β. Να βρείτε το ℜ∈µ  αν: 
( )

( )
1

32

4
2lim =
+−

+

+∞→ xxxxf

xxf

x

µ
. 

 

(10 µονάδες) 
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ΘΕΜΑ 3
ο
 

Α) ∆ίνεται συνάρτηση f  ορισµένη και παραγωγίσιµη στο IR , ώστε να ισχύει 

( ) ( )xfxf 55 =  για κάθε ℜ∈x . 

Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ( )5,1,,, 4321 ∈ξξξξ  ώστε 

( ) ( ) ( ) ( ) 204321 =′+′+′+′ ξξξξ ffff , εάν 1
5

1
=







f . 

(15 µονάδες) 

 

Β) ∆ίνεται συνάρτηση f  συνεχής στο [ ]βα , , τρεις φορές παραγωγίσιµη στο ( )βα , , 

µε ( ) 






 +
=






 +
+

3

2
2

3

2 βαβα
α fff  και ( ) 







 +
=






 +
+

3

2
2

3

2 βαβα
β fff . 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ( )βαθ ,∈  τέτοιο ώστε ( ) ( ) 03 =θf . 

(10 µονάδες) 

 

 

ΘΕΜΑ 4
ο
 

Έστω η δυο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση ℜ→ℜ:f , για την οποία ισχύουν: 

( ) 0<′′ xf  για κάθε ℜ∈x                (1) 

και 

( ) ( ) 010 == ff              (2) 

i. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ακριβώς ένα ℜ∈0x  τέτοιο, ώστε να ισχύει ( ) 00 =′ xf . 

(5 µονάδες) 

ii. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  στο 0x  του ερωτήµατος (i) παρουσιάζει 

µέγιστο. 

(5 µονάδες) 

iii. Να βρείτε το όριο ( )xf
x
lim

+∞→

. 

(10 µονάδες) 

iv. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( ) ( ) ( )[ ] 0
2 =′+′′⋅ xfxfxf  έχει τουλάχιστον µια λύση 

στο διάστηµα ( )1,0 . 

(5 µονάδες) 
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ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ ΘΕΜΑΤΩΝ 

ΜΠΑΤΖΑΚΑΣ ΜΙΧΑΛΗΣ 

ΠΕΤΡΟΠΟΥΛΟΣ ΓΙΑΝΝΗΣ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΙ 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ 1
ο
 

 

Α)  

i. Θεωρία σχολικού σελ. 217 

ii. Θεωρία σχολικού σελ. 229 

 

Β) 

i. Σ 

ii. Σ 

iii. Λ 

iv. Λ 

v. Λ 

 

ΘΕΜΑ 2
ο
 

 

Α) 

i. ( ) 143 =−− iz  άρα κύκλος µε κέντρο το ( )4,3 −Κ  και 1=ρ . 

ii. ( ) iziziz 434343 +−+≤+−+≤+−−                                      

515 +≤≤− zz  άρα από την πρώτη ανισότητα 64151 ≤≤⇔≤−≤− zz . 

 

Β) 

α. Γνωρίζουµε ότι: αν 
( )

λ
χ

=
+∞→ x

xf
lim  και ( )( ) βλ =−

+∞→

xxf
x
lim , τότε η ευθεία 

βλ += xy , είναι ασύµπτωτη της fC  στο ∞+ . 

Οπότε 
( )

2lim =
+∞→ x

xf

x

 και ( )[ ] 52lim
5

=−
+→

xxf
x

. 

 

β. 
( )

( )
⇔=

+−

+

+∞→

1
32

4
2lim

xxxxf

xxf

x

µ
 

    

( )

( )

( )

( )( )

28421
35

42

1
32

4

1
32

4

lim

lim 2

=⇔=+⇔=
+
+⋅

⇔=
+−

+








⇔=
+−

+

+∞→

+∞→

µµ
µ

µ

µ

xxf

x

xf

x

x

x

x

x

xxf

x

x

x

xf

x

x
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ΘΕΜΑ 3
ο
 

 

Α) Εφαρµόζουµε για την f  το Θ.Μ.Τ. στα διαστήµατα [ ] [ ] [ ] [ ]5,4,4,3,3,2,2,1 , οπότε 

υπάρχουν ( ) ( ) ( ) ( )5,4,4,3,3,2,2,1 4321 ξξξξ ∈∈∈  τέτοια ώστε ( ) ( ) ( )121 fff −=′ ξ , 

( ) ( ) ( )232 fff −=′ ξ , ( ) ( ) ( )343 fff −=′ ξ , ( ) ( ) ( )454 fff −=′ ξ . 

Συνεπώς  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

20
5

1
54

5

1
54

14115154321

=






⋅⋅=






 ⋅=

==−=−=′+′+′+′

ff

fffffffff ξξξξ
 

 

 

 

 

 

 

Β) Είναι βα
βαβα

<⇔
+

<
+

3

2

3

2
. 

Η f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στα διαστήµατα 




 +
3

2
,

βα
α , 






 +





 ++
β

βαβαβα
,

3

2
,

3

2
,

3

2
. 

Άρα υπάρχουν 321 ,, ξξξ  που ανήκουν στα 






 ++







 +
3

2
,

3

2
,

3

2
,

βαβαβα
α , 








 +
β

βα
,

3

2
 αντίστοιχα τέτοια ώστε ( )

( )

3

3

2

1 αβ

α
βα

ξ
−

−






 +

=′
ff

f , 

( )

3

3

2

3

2

2 αβ

βαβα

ξ
−








 +
−






 +

=′
ff

f , ( )
( )

3

3

2

3 αβ

βα
β

ξ
−








 +
−

=′
ff

f . 

Θεωρούµε την συνάρτηση f ′  η οποία στο διάστηµα [ ]21 ,ξξ  είναι παραγωγίσιµη µε 

( ) ( )
( )

⇔
−








 +
−






 +

=
−

−






 +

⇔′=′

3

3

2

3

2

3

3

2

21 αβ

βαβα

αβ

α
βα

ξξ
ffff

ff  

( ) 






 +
−






 +
=−







 +
⇔

3

2

3

2

3

2 βαβα
α

βα
ffff , που ισχύει από υπόθεση. 

Εποµένως µε βάση το θεώρηµα Rolle υπάρχει ( )211 ,ξξ∈x  τέτοιο ώστε ( ) 01 =′′ xf . 
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Όµοια µε εφαρµογή του θεωρήµατος Rolle για την f ′  στο [ ]32 ,ξξ , προκύπτει ότι 

υπάρχει ( )322 ,ξξ∈x  τέτοιο ώστε ( ) 02 =′′ xf . 

Τέλος η f ′′  στο [ ]21 , xx  είναι παραγωγίσιµη µε ( ) ( ) 021 =′′=′′ xfxf . 

Εποµένως µε βάση το θεώρηµα Rolle, υπάρχει ( ) ( )βαθ ,, 21 ⊂∈ xx  ώστε ( ) 0=′′′ θf . 

 

 

ΘΕΜΑ 4
ο
 

i. Θεώρηµα Rolle για την f  στο διάστηµα [ ]1,0  και µονοτονία της f ′  µε τη βοήθεια 
της σχέσης (1). 

ii. Από το ερώτηµα (i) και τις σχέσεις (1) και (2) βρίσκουµε:                                           

• αν 0xx < , τότε ( ) ( ) 00 =′>′ xfxf , άρα η f  στο ( ]0, x∞−  είναι γνησίως 

αύξουσα, 

• αν 0xx > , τότε ( ) ( ) 00 =′<′ xfxf , άρα η f  στο [ )+∞,0x  είναι γνησίως 

φθίνουσα. 

Από τα παραπάνω έχουµε ότι το ( )0xf  είναι µέγιστο της f . 

 

 

iii. Από ερωτήµατα (i) και (ii) έχουµε 10 0 << x , οπότε αν 01 xx >> , τότε 

( ) ( ) ( ) 01 0 =′<′<′ xffxf , άρα ( ) ( ) 01 <′<′ fxf   (3)                                            

Από το Θ.Μ.Τ. για την f  στο διάστηµα [ ]x,1  βρίσκουµε ( )x,1∈ξ , ώστε 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

1
ff

x

fxf
′<′=

−
−

ξ , οπότε µε τη βοήθεια της σχέσης (1) προκύπτει: 

( ) ( ) ( ) ( )111 ffxxf +′⋅−< , 1>x     (4)                                                                     

Και επειδή ( ) ( ) ( )( )
( )
∞−=+′−

+∞→

3

111lim ffx
x

 θα έχουµε από την (4) ( ) −∞=
+∞→

xflim
χ

. 

iv. Θεώρηµα Rolle για τη συνάρτηση ffg ′⋅=  στο [ ]1,0 . 
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