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ΘΕΜΑ 1
ο
 

Α. α) Να δώσετε τον ορισµό της ισότητας δύο συναρτήσεων. 

5 µονάδες 

     β) Να δώσετε τον ορισµό της γνησίως αύξουσας συνάρτησης σ’ ένα διάστηµα ∆. 

5 µονάδες 

     γ) Να δώσετε τον ορισµό της 1-1 συνάρτησης. 

5 µονάδες 

 

Β. Σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να γράψετε το γράµµα Α, αν ο 

ισχυρισµός είναι αληθής και το γράµµα Ψ, αν ο ισχυρισµός είναι ψευδής, 

αιτιολογώντας συγχρόνως την απάντησή σας. 

 

1. Αν ( ) xxf ln=  και ( ) xexg −= , τότε 

    α) ( )( ) ∗ℜ∈= x
x

xfg ,
1

o  

    β) ( )( ) ℜ∈−= xxxgf ,o  

 

2. Αν 
( )

ℜ∈=
−→

l
x

xf

x 1
lim

1

, τότε ( ) 0lim
1

=
→

xf
x

. 

 

3. Αν ( ) 0lim
0

=
→

xf
xx

, τότε ( ) 0lim
0

=
→

xf
xx

. 

 

4. Αν ( ) lxf
xx

=
→
lim

0

 και ( ) mxg
xx

=
→
lim

0

 µε ℜ∈ml,  και ( ) ( )xgxf <  κοντά στο 0x   

    τότε κατ’ ανάγκη θα είναι: 

    α) ml <  

    β) ml ≤  

    γ) ml ≥  

    δ) ml =  

    ε) lm <  

 

  10 µονάδες 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Τηλ./Fax: 210.62.19.712, Τηλ: 210.6218.894  www.apolito.gr – e-mail:info@apolito.gr 

Λεωφόρος Μαραθώνος &Χρυσοστόµου Σµύρνης 3, 
� � � � � � � � � � � 	 
 � � � � �

 

 

ΘΕΜΑ 2
ο
 

α) Έστω η συνάρτηση ℜ→ℜ:f , για την οποία ισχύει ( )( ) 124 += xxff  για κάθε 

ℜ∈x   (1). 

Να δείξετε ότι: 

i. η f  είναι ‘1-1’, 

ii. ισχύει ( ) ( ) 124124 +=+ xfxf  για κάθε ℜ∈x . 

7 µονάδες 

 

 

 

β) Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της ( ) ( )1ln −= xexf , εφόσον υπάρχει. 

10 µονάδες 

 

γ) Έστω η συνάρτηση ( ) ℜ∈++−= xxxxxf ,12 234 . 

i. Να δείξετε ότι η f  δεν είναι ‘1-1’. 

ii. Να βρείτε το ελάχιστο της f . 

8 µονάδες 

 

 

ΘΕΜΑ 3
ο
 

α) Έστω η γνησίως φθίνουσα συνάρτηση ℜ→ℜ:f . 

i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση ( ) ( ) ℜ∈−= xxxfxg , , είναι γνησίως φθίνουσα. 

ii. Να βρείτε κάθε ℜ∈λ , ώστε να ισχύει ( ) ( )6232263 2

−−−=− −− λλλλλλ ee   (1) 

10 µονάδες 

 

β) Να υπολογίσετε τα όρια: 

i. 
1

13

1
lim −

−

→ x

x

x

 

ii. 
2

22
lim

2 −
−+

→ x

x

x

 

iii. 
x

x

x

2
lim

0

ηµ

→

 

iv. 
xx

xx

x 82

4
lim

0 ηµηµ
ηµηµ
+
+

→

 

8 µονάδες 
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γ) Έστω η συνάρτηση ℜ→ℜ:f  για την οποία ισχύει ( ) ( ) xxxfxf 222 συνηµ +≤  

    για κάθε ℜ∈x   (1). 

    Να βρείτε το όριο ( )xf
x

lim
2

π
→

. 

7 µονάδες 

 

 

 

ΘΕΜΑ 4
ο
 

α) Να υπολογίσετε το όριο l
xx

xxx

x

=
−

⋅−

→
33

23

0
lim ηµ

ηµ
. 

8 µονάδες 

 

β) Έστω οι γνησίως αύξουσες συναρτήσεις ℜ→ℜ:, gf , για τις οποίες ισχύουν οι 

σχέσεις: ggff oo =   (1) και fggf oo =   (2) 

Να δείξετε ότι gf = . 

7 µονάδες 

 

γ) Έστω η συνάρτηση ℜ→ℜ:f , για την οποία ισχύει ότι: ( ) ( ) xxfxf =++ 13  για 

κάθε ℜ∈x . 

i. Να δείξετε ότι ( ) 1−≤ xxf  για κάθε ℜ∈x .                                             5 µονάδες 

ii. Να βρείτε το όριο ( )xf
x
lim

1→

.                                                                      5 µονάδες 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ 1
ο
 

Α. Θεωρία Σχολικού 

 

Β.  

1. Ψ, Α 

2. Α 

3. Α 

4. β 

 

 

ΘΕΜΑ 2
ο
 

α)i) Με ℜ∈21 , xx  και ( ) ( )21 xfxf =  βρίσκουµε: 

       ( )( ) ( )( ) ( )
2121

1

21 124124 xxxxxffxff =⇔+=+→= . 

 

   ii) Θέτουµε στην (1) όπου x  το ( )xf  και έχουµε: 

        ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 124124124 1 +=+→+= xfxfxfxfff . 

 

β) Ισχύει { } ( )+∞=>−ℜ∈= ,001/
...

x

f exD . 

    Έστω y  τυχαίο στοιχείο του συνόλου τιµών ( )( )+∞,0f  της f . 

    Θεωρούµε την εξίσωση ( ) yxf =  ως προς fDx∈ . Τη λύνουµε και έχουµε: 

    

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )+∞∈>+=⇔

+∞∈>=−⇔

+∞∈>=−⇔=

,0,0,1ln

,0,0,1

,0,0,1ln

yxex

fyxee

yxyeyxf

y

yx

x

 

    Άρα έχουµε: 

• Επειδή το x εκφράζεται µονοσήµαντα συναρτήσει του y, αφού ( )1ln += yex , 

η συνάρτηση f είναι ‘1-1’, άρα έχει αντίστροφη, έστω την 1−f . 

• Οι περιορισµοί για το y είναι: 

             01 >+ye  και ( ) 01ln >+= yex  

             1−>⇔ ye  και 11 >+ye , που ισχύουν 

             ℜ∈⇔ y . 

             Οπότε ( )( ) ℜ=+∞,0f . 

• Από τα παραπάνω έχουµε ( ) ℜ∈+= yex y ,1ln , δηλαδή 

( ) ( ) ℜ∈+=− yeyf y ,1ln1 , οπότε: ( ) ( ) ℜ∈+=− xexf x ,1ln1 . 
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γ) Ισχύει για κάθε ℜ∈x  

    ( ) ( ) ( ) ( ) 11112
2222 +−=⇔++−= xxxfxxxxf     (1). 

   i) Από την (1) έχουµε ( ) ( ) 110 == ff . Άρα η f δεν είναι ‘1-1’. 

  ii) Από την (1) έχουµε: ( ) ( )0110 fxf ==+≥  για κάθε ℜ∈x . 

      Άρα η f  έχει ελάχιστο το 1. 

 

 

ΘΕΜΑ 3
ο
 

α) i) Έστω ℜ∈21 , xx , µε 21 xx < . Ισχύει ( ) ( )21 xfxf > , αφού f γνησίως φθίνουσα,  

        και 21 xx −>− . Άρα προσθέτοντας κατά µέλη βρίσκουµε: 

        ( ) ( ) 2211 xxfxxf −>− , δηλαδή ( ) ( )21 xgxg > . 

        Οπότε η g είναι γνησίως φθίνουσα. 

 

    ii) Ισχύει:  

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

⇔
−=

↓

−−−− −−=−−⇔
xexf

f

ee 6231 623 22

λλλ λλλ  

                          

( ) ( )

3,2

065

623

623

2

2

'11'

2

==⇔

⇔=+−⇔

⇔−=−⇔

−=−⇔ ⇔
↓

−

λλ
λλ

λλλ

λλλ
g

g

gg

 

 

β) Τα όρια είναι της απροσδιόριστης µορφής 
0

0
. Με ειδικό τέχνασµα στο κάθε ένα,  

    για άρση της απροσδιοριστίας, έχουµε: 

i. 
( )( ) ( ) 31

1

11

1

1 2

1

2

1

3

1
limlimlim =++=

−
++−

=
−
−

→→→

xx
x

xxx

x

x

xxx

 

ii. 
( )( )

( )( ) ( )( ) 4

1

22

1

222

42

222

2222

2

22
limlimlim
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=
++

=
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−+
=

++−
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=

−
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x
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x

x
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iii. 22
2

2
2

2
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0
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
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iv. 
2
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γ) Η (1) γράφεται για κάθε ℜ∈x  διαδοχικά: 

    

( ) ( )
( ) ( )
( )( )
( )

( )
( ) ( )2

2

2

22

222

222

xxxfxx

xxxfx

xxxf

xxxf

xxxxfxf

xxxxfxf

συνηµσυνηµ

συνηµσυν

συνηµ

συνηµ

συνηµηµ

ηµσυνηµ

+≤≤−

≤−≤−

≤−

≤−

≤+−

−≤−

 

 

  Για τη (2) έχουµε ( ) 1lim
2

=−
→

xx

x

συνηµ
π

 και ( ) 1lim
2

=+
→

xx

x

συνηµ
π

. 

  Άρα από το κριτήριο παρεµβολής έχουµε και ( ) 1lim
2

=
→

xf

x
π

. 

 

ΘΕΜΑ 4
ο
 

α) Ισχύει: 

3

3

3

3

3

2

3

3

0
lim

x

x

x

x

x

xx

x

x

l
x ηµ
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−
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→

 (διαιρέσαµε αριθµητή-παρανοµαστή µε 3x ). 

  ή: 



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
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

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
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
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
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
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  άρα: 
3

2

111

11

1

1

22
0

lim =
++

+
=








++

+
=

→

x

x

x

x

x

x

l
x ηµηµ

ηµ

. 

 

β) Με επαγωγή σε άτοπο, θεωρούµε ότι υπάρχει ℜ∈0x , ώστε   

   ( ) ( )00 xgxf ≠ . 

   Έστω ότι ( ) ( )00 xgxf >  (3), και ανάλογα βρίσκουµε αν ( ) ( )00 xgxf < . 

   Ισχύει από την (3): 

   ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0000 xgfxffxgxf
f

>> ⇔
↑

 

                          ( )( ) ( )( )00

)1(

)2(

xfgxgg >⇔  

                          ( ) ( )00 xfxg
g

>⇔
↑

, άτοπο από την 3. 
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γ)i) Από την υπόθεση έχουµε για κάθε ℜ∈x : 

       ( ) ( )( ) 112 −=+⋅ xxfxf , άρα ( )
( ) 1

1
2 +

−
=

xf

x
xf , οπότε 

       ( )
( ) ( )

1
1

1

1

1

1

1
22

−=
−

≤
+

−
=

+

−
= x

x

xf

x

xf

x
xf . 

 

  ii) Από το ερώτηµα (i) βρίσκουµε: ( ) 11 −≤≤−− xxfx   (1) 

      Κι επειδή ( ) 101 limlim
11

−==+−
→→

xx
xx

, η σχέση (1) από το κριτήριο  

      παρεµβολής µας δίνει και ( ) 0lim
1

=
→

xf
x

. 
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