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Α1. Να διατυπωθεί και να δοθεί η γεωµετρική ερµηνεία του θεωρήµατος Μέσης 

Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού. 

                                                                                                (6 µονάδες) 

 

Α2. Έστω µια συνάρτηση f  ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ . Αν η f  είναι συνεχής 
στο ∆ και ( ) 0=′ xf  για κάθε εσωτερικό σηµείο x  του ∆ ν’ αποδείξετε ότι f  είναι 

σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆.  

                                                                                               (10 µονάδες) 

 

Β. Στις προτάσεις Β1 και Β2 να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα που αντιστοιχεί 

στη σωστή απάντηση. 

   

    Β1. Έστω 0x  εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού µιας συνάρτησης f , η οποία  

    είναι παραγωγίσιµη σ’ αυτό. 

           Α. Η f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x  αν και µόνο αν ( ) 00 =′ xf . 

           Β. Αν ( ) 00 ≠′ xf , τότε η f  δεν παρουσιάζει τοπικό στο 0x . 

           Γ. Αν ( ) 00 =′ xf , τότε η f  παρουσιάζει στο 0x  τοπικό ακρότατο. 

                                                                                              (3 µονάδες) 

 

    Β2. Έστω η συνάρτηση f  ορισµένη σ’ ένα διάστηµα ∆ και 0x  εσωτερικό σηµείο  

    του ∆.  

          Α. Αν η f  είναι συνεχής στο 0x , τότε είναι παραγωγίσιµη στο 0x . 

          Β. Αν η f  δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0x  , τότε δεν είναι συνεχής στο 0x . 

          Γ. Αν η f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , τότε δεν είναι συνεχής στο 0x . 

          ∆. Αν η f  δεν είναι συνεχής στο 0x , τότε δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0x . 

                                                                                                        (3 µονάδες) 

 

Γ. Έστω η συνάρτηση f  η οποία είναι συνεχής στο διάστηµα [ ]βα ,  και 

παραγωγίσιµη στο ( )βα , . 

Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν µε την ένδειξη Σωστό ή Λάθος. 

1. Υπάρχει πάντα ( )βα ,0 ∈x  τέτοιο ώστε η εφαπτοµένη της fC  στο ( )( )00 , xfxΑ  να  

    είναι παράλληλη στον άξονα xx′ . 

2. Αν ( ) ( )βα ff =  υπάρχει πάντα ( )βα ,0 ∈x  στο οποίο η f  παρουσιάζει τοπικό  

    ακρότατο. 

                                                                                                          (3 µονάδες) 

 



 

Τηλ./Fax: 210.62.19.712, Τηλ: 210.6218.894  www.apolito.gr – e-mail:info@apolito.gr 

Λεωφόρος Μαραθώνος &Χρυσοστόµου Σµύρνης 3, 
� � � � � � � � � � � 	 
 � � � � �

 

� � � � � �
Έστω gf ,  συναρτήσεις δύο φορές παραγωγίσιµες στο ℜ  τέτοιες ώστε: 

( ) ( ) ( ) ( ) 111,22 +== gfgf  και για κάθε ( ) ( )xgxfx ′′=′′ℜ∈ , . 

∆είξτε ότι: 

i. ( ) ( ) ℜ∈−+= xxxfxg ,2                      

                                                                                       (9 µονάδες) 

 

ii. Αν 21 ,ρρ  µε 21 2 ρρ 〈〈  ρίζες της f  τότε η g  έχει µια ρίζα στο ( )21 ,ρρ . 

                                                                                        (8 µονάδες) 

 

iii. Αν 21 , xx  µε 21 xx 〈  ρίζες της g  τότε η εξίσωση ( ) 01 =+′ xf  έχει µια 

τουλάχιστον ρίζα στο ( )21 , xx . 

                                                                                        (8 µονάδες) 

 � � � � � �
 

Α. i) Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία και τα κοίλα η συνάρτηση f  µε  

        ( ) ℜ∈−= xxxf x ,α  και 10 〈〈α . 

                                                                                                 (6 µονάδες) 

 

     ii) Να βρεθούν οι πραγµατικές τιµές του λ  για τις οποίες ισχύει η ισότητα: 

         ( ) ( )242242

−−−=− −− λλαα λλ , όπου 10 〈〈α . 

                                                                                                 (6 µονάδες) 

 

 

Β. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ℜ∈+−= αα ,2 24 xxxf . 

i. Αν ( )( ) ( )( ) ( )( )332211 ,,,,, xfxxfxxfx ΓΒΑ  είναι τοπικά ακρότατα της 

γραφικής παράστασης της f  και 321 xxx 〈〈  να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ  
είναι κάθετη στην ευθεία ΒΓ . 

                                                                                  (7 µονάδες) 

 

ii. Αν 10 〈〈α  να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )xf 0=  έχει ακριβώς µια λύση 

στο ( )0,1− . 

                                                                                    (6 µονάδες) 
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� � � � � �
∆ίνεται η συνάρτηση [ ) ( )+∞→+∞ ,0,0:f  για την οποία ισχύουν 

i. ( ) 10 =f  

ii. ( )
( )

1
12

8
2
−

+
=′

x
xf                                                                  

Α. Να βρεθούν: α) Ο τύπος της συνάρτησης f .                                      (8 µονάδες)                                    

                          β) Οι θέσεις τοπικών ακρότατων και τα τοπικά ακρότατα της f . 

                                                                                                                   (6 µονάδες) 

                          γ) Οι λύσεις της εξίσωσης ( ) 0=xf .                              (4 µονάδες)                         

 

 

Β. Ν’ αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικό 0x  τέτοιο ώστε ( ) 20040 −=xf . 

                                                                                                                   (7 µονάδες) 
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 � � � � � � � � � �� � � � � �
Β. Β1:Β 

    Β2: ∆ 

 

Γ. 1: Λάθος 

    2: Λάθος 

 � � � � � �
i) Έχουµε ότι: ( ) ( ) ℜ∈′′=′′ xxgxf ,  τότε 

    ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ℜ∈′+=′⇔+′=′ xcxxgxfcxgxf ,  τότε 

    ( ) ( ) ℜ∈++= xccxxgxf ,1  

    Για 1=x  έχουµε: ( ) ( ) ( ) ( ) 111111 111 =+⇔++=+⇔++= ccccggccgf  

    Για 2=x  έχουµε: ( ) ( ) ccccgf 2222 11 −=⇔++=  

          άρα 112 −=⇔=− ccc  

          και ( ) 2121 =−⋅−=c  

    οπότε ( ) ( ) ( ) ( ) ℜ∈−+=⇔+−= xxxfxgxxgxf ,22  

 

ii) Η g  συνεχής στο [ ]21 ,ρρ  ως άθροισµα συνεχών συναρτήσεων 

     
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 0
022

022
21

2222

1111 〈⋅⇒




〉−=−+=

〈−=−+=
ρρ

ρρρρ

ρρρρ
gg

fg

fg
 

     οπότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )210 ,ρρ∈x  τέτοιο ώστε ( ) 00 =xg . 

 

iii) Η g  συνεχής στο [ ]21 , xx  ως άθροισµα συνεχών συναρτήσεων. 

     Η g  παραγωγίσιµη στο ( )21 , xx  µε ( ) ( ) 1+′=′ xfxg  

     ( ) ( ) 021 == xgxg  

     οπότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )21 , xx∈ξ  τέτοιο ώστε  

     ( ) ( ) 010 =+′⇔=′ ξξ fg . 
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Α. i) ( ) ℜ∈〈−⋅=′ xxf x ,01lnαα  αφού 0,0ln 〉〈 xαα  

        άρα η f γνησίως φθίνουσα  στο ℜ  

        ( ) ( ) ℜ∈〉⋅=′′ xxf x ,0ln
2αα  

        άρα η f  κυρτή στο ℜ . 

 

    ii) Επειδή η f  γνησίως φθίνουσα στο ℜ  είναι και ΄΄1-1΄΄ οπότε 

        ( ) ( )242242

−−−=− −− λλαα λλ ⇔  

        ( ) ( )⇔−−=−− −− 24 2242

λαλα λλ  

        ( ) ( ) 2424 22 −=−⇔−=− λλλλ ff  (επειδή η f  ΄΄1-1΄΄ ) ⇔  

        1022 −=⇔=−− λλλ  ή 2=λ . 

 

Β.i) ( ) ( )1444 23 −=−=′ xxxxxf  

       ( ) 00 =⇔=′ xxf  ή 0012 =⇔=− xx  ή 1±=x . 

 

x  ∞−                   -1                          0                         1                   ∞+  

x4  - - + + 

12 −x  + - - + 

( )xf ′  - + - + 

( )xf  

 

   

                                                   Τ.Μ.                     Τ.Ε.                       Τ.Μ. 

                                             ( ) 11 −=− αf        ( ) α=0f               ( ) 11 −=αf  

 

οπότε ( )1,1 −−Α α , ( )α,0Β , ( )1,1 −Γ α  

ΒΓ⊥ΑΒ⇔−=⋅⇒
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ii) Η f  συνεχής στο [ ]0,1−  ως πολυωνυµική  

    
( )
( )

( ) ( ) 010
011

00
〈−⋅⇒





〈−=−

〉=
ff

f

f

α
α

 

    οπότε υπάρχει ( )0,10 −∈x  τέτοιο ώστε ( ) 00 =xf  
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    Επειδή η f  γνησίως αύξουσα στο [ ]0,1−  το 0x  µοναδική ρίζα της εξίσωσης  

    ( ) 0=xf . 

 

 

 

 

 � � � � � �
Α)α) Παρατηρώ ότι: ( ) [ )+∞∈

′






 −
+

−=′ ,0,
12

4
xx

x
xf  

    τότε 
( ) [ )+∞∈+−

+
−= ,0,

12

4
xcx

x
xf

 

    Για 0=x  έχουµε ( ) 5410
1

4
0 =⇔=+⇔+−−= cccf  

    Άρα ( ) [ )+∞∈+−
+

−= ,0,5
12

4
xx

x
xf . 

 

β) ( )
( ) ( )

⇔=
+

−−−
⇔=−

+
⇔=′ 0

12

1448
01

12

8
0

2

2

2
x
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x
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    ⇔
−
±

=⇔
−
±

=⇔=+−−
8

284

8

1284
0744 2,12,1

2 xxxx  

    
2

221−−
=x  ή 

2

122 −
=x  Απορρίπτεται 

  

∆=16+112=128 

 

x  0                                     
2

122 −
                             ∞+  

( )
( )12

744 2

+
+−−

=′
x

xx
xf  + - 

( )xf    

                                          Τ.Ε.                                          Τ.Μ. 

 

Άρα η f  έχει τοπικό ελάχιστο το ( ) 10 =f  και µέγιστο το 

5
2
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γ) ( ) ⇔=++−−−⇔=+−
+

−
⇔= 05102405

12

4
0 2 xxxx

x
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4

899
0192 2 +

=⇔=−− xxx  ή 
4

899 −
=x  Απορρίπτεται 

 

∆=81+8=89 

 

 

 

Β) Για [ ]1,0∈x  η f  έχει σύνολο τιµών το 




 − 22
2

11
,1  επειδή 






 −∉− 22
2

11
,12004  η ( ) 2004−=xf  είναι αδύνατη στο [ ]1,0 . 

 

    Για [ )+∞∈ ,1x  η f  έχει σύνολο τιµών το  

    ( ) 





 −∞−=







−

+∞→

22
2

11
,22

2

11
,lim xf

x

  

    επειδή 





 −∞−∈− 22
2

11
,2004  υπάρχει ( )+∞∈ ,10x  τέτοιο ώστε ( ) 20040 −=xf  

    το οποίο είναι µοναδικό αφού η f  γνησίως φθίνουσα στο [ )+∞,1 . 
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