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Α1. Πότε µια συνάρτηση f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω σε ένα διάστηµα ∆; 

                                                                                                                     (7 µονάδες) 

 

Α2. Πότε η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f  λέµε ότι έχει: 

       α) κατακόρυφη ασύµπτωτη την ευθεία 0xx = ;                                   (3 µονάδες) 

       β) ασύµπτωτη την ευθεία βλ += xy   στο ∞+ ;                                 (3 µονάδες) 

 

 

Β1. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις σηµειώνοντας στο γραπτό σας το 

αντίστοιχο γράµµα Σ (σωστό) ή Λ (λάθος). 

α) Αν η συνάρτηση f  είναι δυο φορές παραγωγίσιµη  σε ένα διάστηµα ∆ και στρέφει 

τα κοίλα προς τα άνω στο ∆, τότε ισχύει ( ) 0〉′′ xf  για κάθε ∆∈x . 

β) Αν η συνάρτηση f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο διάστηµα ∆, τότε η f  δεν 

είναι αντιστρέψιµη. 

γ) Αν οι συναρτήσεις f  και g  στρέφουν τα κοίλα προς τα άνω στο διάστηµα ∆, τότε 

η συνάρτηση gf +  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο ∆. 

δ) Αν η ℜ→ℜ∗:f  είναι παραγωγίσιµη, µε ( ) 0=′ xf  για κάθε ∗ℜ∈x  τότε η f  

είναι σταθερή. 

                                                                                                                 (12 µονάδες) 

 � � � �  �
Έστω η συνάρτηση f  που είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [ ]βα , , 

παραγωγίσιµη στο ( )βα ,  και για την οποία ισχύει 

                                          ( ) 4≤′ xf  για κάθε ( )βα ,∈x  

 

Αν δίνεται ότι: ( ) 42 += ββf  και ( ) 16 2 −−= αααf  

 

τότε να δείξετε ότι: α) 1=α  και 2=β ,                                                 (12 µονάδες) 

                                β) ( ) xxf 4=  για κάθε [ ]βα ,∈x                             (13 µονάδες) 
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Α. α) ∆ίνεται η συνάρτηση ( )

( )
( )




〈

≥
=

0

0

,

,

xxxh

xxxg
xf

αν

αν
 όπου οι συναρτήσεις g  και h   

         είναι παραγωγίσιµες στο σηµείο 0x . 

         Να βρείτε τις συνθήκες για τις οποίες η συνάρτηση f   είναι παραγωγίσιµη στο  

         0x  . 

                                                                                                                     (4 µονάδες) 

 

     β) Να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς α,β και γ για τους οποίους η συνάρτηση  

         ( )







〈++

≥
=

1,1

1,

2

2

xxx

x
xxf

ανγβ

αν
α

 είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο σηµείο 10 =x . 

                                                                                            

 

                                                                                                                      (8 µονάδες) 

 

Β. α) Να αποδείξετε ότι για κάθε ℜ∈x  ισχύει 

                                        332 ≥++ − xxx eee                                                (5 µονάδες) 

     β) Αν νααα ,......,, 21  είναι θετικοί αριθµοί και για κάθε ℜ∈x  ισχύει  

                                       νααα ν ≥+++ xxx ........21         ( )∗∈ Nν , 

         να αποδείξετε ότι 1.......21 =⋅⋅⋅ νααα                                                (8 µονάδες) 

 

 � � � � � �
Α.  α) Θεωρούµε τη δυο φορές παραγωγίσιµη στο [ ]βα ,  συνάρτηση f  για την οποία  

          ισχύει ( ) 0〉′ βf , ( ) 0〈′ αf . Να αποδειχθεί ότι υπάρχει 0x ( )βα ,∈  τέτοιο, που  

          ( ) 00 〉′′ xf .            

                                                                                                              (4 µονάδες) 

                                       

       β) ∆ίνεται η δυο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα [ ]βα ,  συνάρτηση f  για την  

         οποία ισχύει ( ) ( ) 0== βα ff  και ( ) 0〉γf , όπου βγα 〈〈 . Να δειχθεί ότι  

         υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )βα ,0 ∈x  τέτοιο, που ( ) .00 〈′′ xf  

                                                                                                                (3 µονάδες) 
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Β. ∆ίνεται η συνάρτηση f  δυο φορές παραγωγίσιµη στο [ ]e,1  µε ( ) 21 =f  και  

    ( ) 1+= eef  και σύνολο τιµών [ ]4,1− . Να αποδείξετε ότι: 

    I. α) Υπάρχουν τουλάχιστον δυο τιµές ( )exx ,1, 21 ∈  µε 21 xx ≠  ώστε  

            ( ) ( ) 021 =′=′ xfxf . 

                                                                                                           (4 µονάδες) 

 

       β) Υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )ex ,10 ∈  τέτοιο ώστε    

            ( ) ( ) ( )[ ] 00

4

00 4 xxfxfxf =−′⋅                                                (5 µονάδες) 

 

     II. α) Η ευθεία 2++−= exy  τέµνει τη γραφική παράσταση της f  σ’ ένα  

              τουλάχιστον σηµείο µε τετµηµένη ( )ec ,10 ∈ . 

                                                                                                            (5 µονάδες) 

 

         β) Υπάρχουν ( )e,1, 21 ∈ξξ  µε 21 ξξ ≠  τέτοιοι ώστε να ισχύει  

              ( ) ( ) 121 =′⋅′ ξξ ff .                                                         

                                                                                                             (4 µονάδες) 
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Α.1, Α.2 Θεωρία σχολικού βιβλίου 

 

Β.1 α) Λ 

      β) Λ 

      γ) Σ 

      δ) Λ 

 � � � �  �
Α. α) Από το Θ.Μ.Τ. για την f  στο [ ]βα ,  υπάρχει ( )βαξ ,∈ , ώστε 

                          
( ) ( ) ( ) 4≤′=

−
−

ξ
αβ

αβ
f

ff
 (υπόθεση) 

          άρα  ( ) ( ) ( )αβαβ −≤− 4ff      

          δηλαδή αβααβ 44164 22 −≤++−+   (υπόθεση) 

          οπότε 01244 22 ≤+−++− ααββ  

           ή ( ) ( ) 012
22 ≤−+− αβ                  (1) 

         Και επειδή ( ) ( ) 012
22 ≥−+− αβ , η (1) µας δίνει: 

                                          ( ) ( ) 012
22 =−+− αβ  

         οπότε 2=β    και    1=α  

     

 

   β) Από το ερώτηµα (α) έχουµε: 1=α  και 2=β  και από την υπόθεση 

        ( ) 416 2 =−−= αααf  και ( ) 842 =+= ββf         (2) 

 

        Έστω ( )βα ,∈x . Τότε από το Θ.Μ.Τ. για την f  στα διαστήµατα [ ]x,α  και  

        [ ]β,x  βρίσκουµε διαδοχικά: 

         
( ) ( ) ( ) 41 ≤′=

−
−

ξ
α

α
f

x

fxf
 και 

( ) ( ) ( ) 42 ≤′=
−
−

ξ
β
β

f
x

xff
 

         
( )

4
1

4
≤

−
−

x

xf
 και 

( )
4

2

8
≤

−
−
x

xf
 

         ( ) 444 −≤− xxf  και ( ) xxf 488 −≤−  

         ( ) xxf 4≤  και ( )xfx ≤4  

         ( ) ( ) [ ]βα ,,44 ∈=⇔= xxxfxxf . 

 

 � � � � � �
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Α.α) Αρχικά η f  πρέπει να είναι συνεχής στο σηµείο 0x , δηλαδή  

        ( ) ( ) ( )0
00

limlim xfxfxf

xxxx

==
−+

→→

 ή ( ) ( ) ( )0
00

limlim xfxhxg

xxxx

==
−+

→→

 

        ή ( ) ( )00 xhxg =  [οι g και h είναι συνεχής στο 0x  ως παραγωγίσιµες]. 

        

        Για 0xx ≠  έχουµε:  

                           

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )










〈
−

−

〉
−

−

=
−

−
=
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0

0

,

,
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xx

xhxh

xx
xx

xgxg

xx

xfxf
x

αν

αν

λ

. 

 

       Για να είναι παραγωγίσιµη η f  στο σηµείο 0x , πρέπει και αρκεί να ισχύει  

       ( ) ( ) ℜ∈=
−+

→→

xx

xxxx

λλ limlim
00

 ή 
( ) ( ) ( ) ( )

0

0

00

0

0

limlim
xx

xhxh

xx

xgxg

xxxx
−

−
=

−

−
−+

→→

 

       ή ( ) ( )00 xhxg ′=′ . 

 

      Άρα λοιπόν η f  είναι παραγωγίσιµη στο 0x , αν και µόνο αν ισχύει 

      ( ) ( )00 xhxg =  και ( ) ( )00 xhxg ′=′ . 

 

   β) Οι συναρτήσεις ( )
2x

xg
α

=  και ( ) 12 ++= xxxh γβ  είναι παραγωγίσιµες µε  

       ( )
3

2

x
xg

α−
=′  και ( ) γβ +=′ xxh 2 . 

 

• Η f  είναι παραγωγίσιµη στο 10 =x , αν και µόνο αν ισχύει 

            ( ) ( )11 hg =  και ( ) ( )11 hg ′=′ , δηλαδή  

            1++= γβα   (1) και γβα +=− 22    (2). 

• Όταν ισχύουν οι (1) και (2), τότε έχουµε 

                        ( )







〈+

≥−
=′

1,2

1,
2

3

xx

x
xxf

γβ

α
. 
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 Η f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο 10 =x , όταν η f ′  είναι παραγωγίσιµη 

στο 10 =x . Αυτό συµβαίνει όταν ( ) ( )11 hg ′=′  και ( ) ( )11 hg ′′=′′ . 

Επειδή ( )
4

6

x
xg

α
=′′  και ( ) β2=′′ xh , η ισότητα ( ) ( )11 hg ′′=′′  γράφεται 

      βα 26 = , δηλαδή αβ 3=    (3). 

 

      Λύνοντας το σύστηµα των εξισώσεων (1),(2) και (3), βρίσκουµε 

      
2

1
,

6

1
== βα  και .

3

4
−=γ  

 

Β. α) Αρκεί να αποδείξουµε ότι η συνάρτηση ( ) xxx eeexf 32 −++=  ( )ℜ∈x  έχει 

         ελάχιστο το 3. 

         Η f  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ  µε παράγωγο 

         

( ) ( ) ( )
=

−+−
=

−+
=−+=−+= −

x

xx

x

xx

x

xxxxx

e

ee

e

ee

e
eeeeexf

3

45

3

45

3

232 112323
232  

( ) ( ) ( ) ( )
=

+++⋅−+++++⋅−
=

x

xxxxxxxxx

e

eeeeeeeee
3

23234 11112
 

( ) ( )
x

xxxxx

e

eeeee
3

234 333321 ++++⋅−
= . 

 

Για κάθε ℜ∈x  είναι 03 〉xe  και 033332 234 〉++++ xxxx eee . 

Εποµένως η ( )xf ′  έχει το πρόσηµο του 1−xe . 

Άρα η f  έχει ελάχιστο το ( ) 30 000 =++= eeef  και εποµένως για κάθε  ℜ∈x  

ισχύει ( ) .3≥xf  

 

x  ∞−                                       0                                    ∞+  

( )xf ′  - + 

( )xf  

  
                                                                                           ελ. 
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β) Η συνάρτηση ( ) xxxxf νααα +++= ...21  είναι παραγωγίσιµη στο ℜ  µε  

    ( ) νν αααααα ln...lnln 2211

xxxxf +++=′ . 

 

    Επειδή ( ) ν≥xf  για κάθε ℜ∈x , η f  έχει ελάχιστο το ν και είναι 

    ( ) νααα ν =+++= 00

2

0

1 ...0f . 

 

    Σύµφωνα µε το θεώρηµα του Fermat, προκύπτει ότι  

    ( ) 00 =′f  ή 0ln...lnln 21 =++ νααα  ή ( ) 0...ln 21 =νααα  ή 1...21 =νααα . 

 

 � � � � � �
Α.α) Η f ′  είναι συνεχής στο διάστηµα [ ]βα ,  ως παραγωγίσιµη και ισχύει  

        ( ) ( ) 0〈′′ βα ff . Άρα υπάρχει ( )βαξ ,∈  τέτοιο, που ( ) 0=′ ξf . Το θεώρηµα 

        µέσης τιµής ισχύει για την συνάρτηση f ′  στο διάστηµα [ ]βξ , . Άρα υπάρχει  

        ( )βξ ,0 ∈x  τέτοιο που  

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
0 〉

−

′
=

−
−′

=
−

′−′
=′′

ξβ
β

ξβ
β

ξβ
ξβ ffff

xf . 

 

     β) Το θεώρηµα της µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού εφαρµόζεται για τη  

         συνάρτηση f  στα διαστήµατα [ ]γα ,  και [ ]βγ , . Εποµένως υπάρχουν  

         ( )γαξ ,1 ∈  και ( )βγξ ,2 ∈  για τους οποίους ισχύουν: 

         ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
1 〉

−
−

=
−
−

=′
αγ

γ
αγ

αγ
ξ

fff
f  και 

         ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
2 〈

−
−

=
−
−

=′
γβ
γ

γβ
γβ

ξ
fff

f . 

  

         Θεωρούµε το διάστηµα [ ]21 ,ξξ  (προφανώς είναι 12 ξξ 〉 ). Το θεώρηµα µέσης  

          τιµής εφαρµόζεται για τη συνάρτηση f ′  στο διάστηµα [ ]21 ,ξξ . Άρα υπάρχει 

          ένα τουλάχιστον ( )210 ,ξξ∈x  τέτοιο, που ( ) ( ) ( )
.

12

12
0 ξξ

ξξ
−

′−′
=′′

ff
xf  Είναι, 

          όµως, ( ) 02 〈′ ξf , ( ) 01 〈′− ξf  και .012 〉−ξξ  Άρα είναι ( ) 00 〈′′ xf . 
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Β.I)α) Προφανώς m=−1 , M=4  άρα λόγω θεωρήµατος µέγιστης- ελάχιστης τιµής                 

          θα  υπάρχουν ( )exx ,1, 21 ∈  µε 21 xx ≠  (επειδή ( ) ( ) 1,21 +== eeff ) τέτοια    

          ώστε ( ) 11 −== mxf  και ( ) .42 == Mxf  

         Λόγω Θεωρήµατος Fermat: ( ) 01 =′ xf  και ( ) 02 =′ xf . 

 

      β) Θεωρούµε ( ) ( ) ( ) ( )[ ] xxfxfxfxg −−′= 44  και εφαρµόζουµε θεώρηµα Bolzano  

           στο [ ]21 , xx  ή [ ]12 , xx . 

           ( ) ( ) ( ) ( )[ ] =−−′= 11

4

111 4 xxfxfxfxg  

                    ( )[ ] 041401 11

4 〉−=−−−−= xx  επειδή ( )ex ,11 ∈  

           ( ) ( ) ( ) ( )[ ] =−−′= 22

4

222 4 xxfxfxfxg  

                    [ ] 044404 2

6

2

4 〈−−=−⋅−= xx  

           Άρα θα υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )210 , xxx ∈  ή ( ) ( )exx ,1, 12 ⊆  τέτοιο ώστε  

           ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 00

4

000 40 xxfxfxfxg =−′⇔= . 

 

  II)α) Θεωρούµε ( ) ( ) 2−−+= exxfxg . 

           
( )
( ) 0121

012121

〉−=−−−+=

〈−=−−+=

eeeeeg

eeg
 

           Άρα αν εφαρµόσουµε το θεώρηµα Bolzano στο [ ]e,1  θα καταλήξουµε ότι  

           υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )ec ,10 ∈  τέτοιο ώστε  

           ( ) ( ) 20 000 ++−=⇔= eccfcg  

     

       β)  

          Αν εφαρµόσουµε το Θεώρηµα µέσης τιµής διαφορικού λογισµού στα  

          διαστήµατα [ ]0,1 c  και [ ]ec ,0  θα καταλήξουµε ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον 

          21 ,ξξ  µε ( )01 ,1 c∈ξ  και ( )ec ,02 ∈ξ  τέτοια ώστε 

          

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0

0

0

0

0
2

0

0

0

0

0

0

1

121

11

22

1

1

ce

c

ce

ece

ce

cfef
f

c

ec

c

ec

c

fcf
f

−

−
=

−

−−++
=

−

−
=′

−

+−
=

−

−++−
=

−

−
=′

ξ

ξ

 

          Προφανώς ( ) ( ) 1
1

1 0

0

0

0

21 +=
−

−
⋅

−

−
=′⋅′

ce

c

c

ce
ff ξξ  

          � 
 � � � � � � � � 
 � � � � � � � �� 
 � � � � � � � � � � � � � �
 � � � � 
 � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �
 


