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ΘΕΜΑ 1
ο
 

 

Α. ∆ίνεται ο κύκλος 222 ρ=+ yx  και το σηµείο του ( )11 , yxΑ . Να αποδείξετε ότι η 

εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου στο Α είναι η 2

11 ρ=+ yyxx . 

10 µονάδες 

 

Β. Να γράψετε τον ορισµό της παραβολής. 

5 µονάδες 

 

Γ. Να χαρακτηρίσετε ως σωστές (Σ) ή λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις: 

1. Το διάνυσµα ( )ΒΑ= ,α
r

 είναι παράλληλο στην ευθεία 0=Γ+Β+Α yx . 

2. Η παραβολή pxy 22 =  έχει άξονα ασυµµετρίας τον yy′ . 

3. Οι κύκλοι 122 =+ yx  και ( ) 11 22 =+− yx  εφάπτονται εξωτερικά. 

4. ∆ύο κύκλοι µε διακεντρική απόσταση ίση µε 21 ρρ +  εφάπτονται εσωτερικά. 

5. ∆ύο ευθείες που ταυτίζονται έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης. 

10 µονάδες 

 

ΘΕΜΑ 2
ο
 

 

Α. Έστω η παραβολή xyC 2: 2 =  και το σηµείο της ( )4,2Α . Να βρεθούν:  

i. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της C  στο Α. 

ii. Η εξίσωση της κάθετης στην εφαπτοµένη της C  στο Α. 

15 µονάδες 

 

Β. Έστω η παραβολή xy 42 = . Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της 

παραβολής που είναι κάθετη στην ευθεία 033: =++ yxε . 

10 µονάδες 

 

 

ΘΕΜΑ 3
ο
 

 

Α. Να βρείτε την εξίσωση κύκλου που έχει κέντρο ( )1,3 −Κ  και αποκόπτει από την 

ευθεία 01852 =+− yx  χορδή µήκους 6. 

8 µονάδες 

 

Β.  

i. Να αποδείξετε ότι η ευθεία 04 =−+ yx  τέµνει τον κύκλο 

0822: 22 =−+−+ yxyxC  σε δυο σηµεία Α και Β. 

7 µονάδες 
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ii. Να αποδείξετε ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό λ  η εξίσωση 

( ) 04824222 =−++−+−+ yxxyx λ  παριστάνει κύκλο ο οποίος διέρχεται από τα 

σηµεία Α και Β. 

10 µονάδες 

 

 

ΘΕΜΑ 4
ο
 

 

Α. ∆ίνονται οι κύκλοι 4: 22

1 =+ yxC  και xyxC 4: 22

2 =+ . Να βρείτε τον 

γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ ώστε η εφαπτοµένη από το Μ προς τον 1C  να έχει 

µήκος τετραπλάσιο της εφαπτοµένης από το Μ προς τον 2C . 

20 µονάδες 

 

Β. Να βρείτε την εξίσωση της (των) κατακόρυφης εφαπτοµένης του κύκλου 

022 =Γ+Β+Α++ yxyx . 

5 µονάδες 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ 1
ο
 

 

Α. Θεωρία σχολικού βιβλίου 

 

Β. Θεωρία σχολικού βιβλίου 

 

Γ. 

1. Λ 

2. Λ 

3. Σ 

4. Λ 

5. Σ 

 

 

ΘΕΜΑ 2
ο
 

 

Α.  

i. Η εξίσωση εφαπτοµένης της C  στο ( )4,2Α  είναι: 

( )
2

1

4

1
2424

1

+=⇔+=⇔+=
=

xyxyxpy
p

 (ε) 

ii. Η κάθετη στην C  στο Α είναι ευθεία κάθετη στην εφαπτοµένη (ε) οπότε θα έχει 

4−=λ . Άρα η εξίσωση της είναι: ( )244 −−=− xy  ή 844 +−=− xy  ή 

124 +−= xy . 

 

Β. Είναι 3−=ελ . Η εφαπτοµένη της παραβολής είναι κάθετη στην ε  άρα 
3

1
=εϕλ . 

Η εφαπτοµένη έχει εξίσωση της µορφής κ+= xy
3

1
. 

Γνωρίζουµε ότι η εξίσωση βα += xy  εφάπτεται της pxy 22 =  αν αβ2=p . 

Οπότε από την σχέση κ
3

1
2=p  έχουµε 3=κ . 

Άρα η ζητούµενη εξίσωση εφαπτοµένης είναι η 3
3

1
+= xy . 
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ΘΕΜΑ 3
ο
 

 

Α. Η απόσταση του κέντρου Κ από την ευθεία 01252 =+− yx  είναι: 

( )
( )

29
29

29

52

181532

22
==

+

+−−⋅
=ΚΜ . 

Επειδή το Μ είναι µέσο της ΑΒ, από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΜ έχουµε:  

( ) ( ) ( )222 ΜΑ+ΚΜ=ΚΑ  ή ( ) ( ) 2
22

329 +=ΚΑ  ή ( ) 38
2 =ΚΑ . 

Άρα η ακτίνα του κύκλου είναι 38=ρ  και η εξίσωσή του είναι: 

( ) ( ) 3813:
22 =++− yxC . 

 

Β.  

i. Το κέντρο του κύκλου είναι: 






 Β−Α−
Κ

2
,

2
 ή 







 −
−

−Κ
2

2
,

2

2
 ή ( )1,1 −Κ .                             

Η απόσταση του κέντρου Κ από την ε είναι: ( )
( )

822
11

41111
,

22
==

+

−−+⋅
=Κ εd . 

Η ακτίνα του κύκλου είναι: 

( ) ( )
10

2

40

2

8422

2

4
2222

==
−−+−

=
Γ−Β+Α

=ρ .                              

Επειδή 108 <  ή ( ) ρε <Κ,d  η ευθεία τέµνει τον κύκλο σε δυο σηµεία Α,Β. 

ii. Η εξίσωση του κύκλου γίνεται 04822: 22 =−++−+−+ λλλ yxyxyxC  ή 

( ) ( ) ( ) 02422: 22 =+−++−++ λλλ yxyxC                                                           

άρα ( )λλλ +−=Γ+=Β−=Α 24,2,2  και 

( ) ( ) ( ) ( ) 0208240162216224 222222 >++=++=++++−=Γ−Β+Α λλλλλλλ
 γιατί είναι 02082 >++ λλ  παντού αφού 0168064 <−=−=∆ . 

 

 

ΘΕΜΑ 4
ο
 

Το κέντρο Κ του 1C  είναι ( )0,0Κ  και το κέντρο Λ του 2C  είναι ( )0,2Λ  γιατί 

04: 22

2 =−+ xyxC  ή 444: 22

2 =++− yxxC  ή ( ) 222

2 22: =+− yxC . 

Είναι: ( ) 21 ==ΚΑ ρ  και ( ) 22 ==ΛΒ ρ . 

Επίσης ( ) ( ) ( ) 2222 2, βαβα +−=ΛΜ+=ΚΜ . 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΜ έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) 44 2222222 −+=−+=ΑΚ−ΚΜ=ΑΜ βαβα   (1). 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΜΛΒ έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) 42 22222 −+−=ΛΒ−ΜΛ=ΜΒ βα   (2). 

Πρέπει: ( ) ( )ΜΒ=ΜΑ 4  ή ( ) ( )22
16 ΜΒ=ΜΑ  ή ( )[ ]42164 2222 −+−=−+ βαβα  ή 

( )444164 2222 −+−+=−+ βααβα  ή 04641515 22 =+−+ αβα . 

Άρα ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ είναι ο κύκλος 0641515: 22

3 =−+ xyxC . 
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Β. Το κέντρο του κύκλου είναι: 






 Β
−

Α
−Κ

2
,

2
 και η ακτίνα του 

2

422 Γ−Β+Α
=ρ . 

Οι εξισώσεις των κατακόρυφων εφαπτόµενων είναι ρε += 01 : xx  και 

ρε −= 02 : xx , όπου 0x  η τετµηµένη του κέντρου Κ. Άρα: 

2

4

2
:

22

1

Γ−Β+Α
+

Α
−=xε  και 

2

4

2
:

22

2

Γ−Β+Α
−

Α
−=xε . 
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