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Α) ∆ίνεται ο κύκλος 222: RyxC =+  και το σηµείο του ( )11 , yxΑ . Να αποδείξετε ότι 

η εφαπτοµένη του C  στο Α έχει εξίσωση 2

11 Ryyxx =+ . 

                                          (15 µονάδες) 

 

Β) Να δώσετε τον ορισµό της έλλειψης. 

(5 µονάδες) 

 

Γ) Να γράψετε την ανακλαστική ιδιότητα της υπερβολής. 

(5 µονάδες) � � � � !  
Α) ∆ίνεται η υπερβολή 1

2

2

2
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=−
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. Να αποδείξετε ότι 12 −= ε
α
β

. 

(10 µονάδες) 

 

Β) ∆ίνεται η υπερβολή  1:
2

2

2

2

=−
βα
yx

c  µε εκκεντρότητα 2=ε . Να βρεθεί η γωνία 

των ασύµπτωτων της c . 

(15 µονάδες) � � � � "  
Α) Να δείξετε ότι η ευθεία 02222 =+++ βµαλµλ yx  εφάπτεται της έλλειψης 

1
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2

2

2
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yx

 για κάθε ℜ∈µλ,  µε 0≠+ µλ . 

(10 µονάδες) 

 

Β) Έστω η παραβολή 0,2: 2 〉= ppxyC . Να βρεθεί το p  αν η παραβολή διέρχεται 

από το ( )2,2 −Α . Να βρεθεί η απόσταση της εστίας από την εφαπτοµένη της 

παραβολής στο Α. 

(15 µονάδες) � � � � #  
Α) Να σχεδιάσετε την καµπύλη µε εξίσωση: 1

49
=+

yyxx
. 

(10 µονάδες) 
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Β) Από το ( )8,3 −−Μ  φέρνουµε τις εφαπτόµενες στον κύκλο 

0828: 22 =−+++ yxyxC  και έστω τα Α,Β τα σηµεία επαφής. 

i. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόµενων αυτών.  

             (5 µονάδες) 

ii. Να υπολογίσετε το µήκος των ΜΑ, ΜΒ.  

(5 µονάδες) 

iii. Αν Κ είναι το κέντρο του c  να αποδείξετε ότι η ΜΚ είναι µεσοκάθετη του 

ΑΒ. 

(5 µονάδες) 
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Θεωρία σχολικού. 

 � � � � !  
Α) Θεωρία σχολικού. 

 

 

Β) αγ
α
γ

α
γ

ε 22 =⇔=⇔= . 

334 22222222 =⇔=⇔+=⇔+=
α
β

αββααβαγ . 

Άρα 3=εϕω  άρα η µια γωνία των ασύµπτωτων είναι 60
ο
 και η άλλη 120

ο
.  

 � � � � "  
Α) Η εξίσωση της ευθείας γράφεται: 

µ
λβµαλ x

y
−+−

=
2222

 0≠µ  οπότε η έλλειψη 222222 βααβ =+ yx  δίνει: 

( ) 22

2

2222

222 βα
µ

λβµαλ
αβ =

−+−
⋅+

x
x  δηλαδή 

( ) 222
2

22222222 βαµλβµαλαβµ =−+−+ xx  

( ) 22222222222222222 2 βαµλβµαλλβµαλαβµ =+++++ xxx  

02 2222222222222224222 =−+++++ βαµλαβµαλλαβµαλαβµ xxx  

( ) 02 242222222222 =++++ λαβµαλλαλαβµ xx  

( ) 0
2

22222 =++ λαλαβµ x  

 

Η τελευταία εξίσωση έχει µια ρίζα διπλή συνεπώς η ευθεία και η έλλειψη έχουν ένα 

µόνο κοινό σηµείο οπότε και εφάπτονται. 
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Β)  Εφόσον η παραβολή διέρχεται από το Α οι συντεταγµένες του Α την 

επαληθεύουν. 

Συνεπώς ( )
2

1
42222

2

=⇔=⇔=− ppp    

Η εφαπτοµένη της παραβολής στο Α είναι: 

( ) ( ) 02222221
2

1
22

2

1
2 =++⇔+=−⇔+=−⇔+=−⋅ yxxyxyxy  





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Ε 0,
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p
 άρα 
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4

1
. Άρα ( )

( ) 4

3

3

4

9

221

2022
4

1

,
2

2

==
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=εϕεd  µονάδες 

 � � � � #  
Α) ∆ιακρίνουµε τέσσερις περιπτώσεις: 

• Αν 0≥x  και 0≥y , τότε η εξίσωση γράφεται: 

                                                      1
23 2

2

2

2

=+
yx

 

και παριστάνει το τµήµα της έλλειψης µε κορυφές ( )0,3Α  και ( )0,3−Α′  και εστίες 

( )0,5Ε  και ( )0,5−Ε′ , το οποίο βρίσκεται στο 1
ο
 τεταρτηµόριο. 

 

• Αν 0≤x  και 0≥y , τότε η εξίσωση γράφεται: 

                                       1
32

1
23 2

2

2

2

2

2

2

2

=−⇔=+−
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και παριστάνει το τµήµα της υπερβολής µε κορυφές ( )2,0Α  και ( )2,0 −Α′  και εστίες 

( )13,0Ε  και ( )13,0 −Ε′ , το οποίο βρίσκεται στο 2
ο
 τεταρτηµόριο. 
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• Αν 0≤x  και 0≤y , τότε η εξίσωση γράφεται: 

                           1
23

1
23 2

2

2

2

2

2

2

2

−=+⇔=−−
yxyx

 

που είναι αδύνατη. 

 

 

• Αν 0≥x  και 0≤y , τότε η εξίσωση γράφεται: 

                                                           1
23 2

2

2

2

=−
yx

     

και παριστάνει το τµήµα της υπερβολής µε κορυφές ( )0,3Α  και ( )0,3−Α′  και 

εστίες ( )0,13Ε , και ( )0,13−Ε′ , το οποίο βρίσκεται στο 4
ο
 τεταρτηµόριο. 

 

 

 

Β) i) Είναι ( ) ( ) 22222 5140828 =+++⇔=−+++ yxyxyx  

   Αν ( )111 , yxΜ  είναι τι σηµείο επαφής, η εξίσωση της εφαπτοµένης θα είναι: 

                                ( ) ( ) ( ) ( ) 251144 11 =+⋅+++⋅+ yyxx  

   και επαληθεύεται από τις συντεταγµένες του ( )8,3 −−Μ , οπότε θα έχουµε την  

   ανισότητα: 

                             ( ) ( ) ( ) ( ) 25118443 11 =+⋅+−++⋅+− yx  

    ή                                          287 11 += yx                                                    (1) 

   Επειδή το ( )111 , yxΜ  ανήκει στον κύκλο C  θα ισχύει 

0828 11

2

1

2

1 =−+++ yxyx  οπότε λόγω της (1) έχουµε: 

                      ( ) ( ) 0827288728 11

2

1

2

1 =−++⋅+++ yyyy  

  ή                                     0209 1

2

1 =++ yy , 

 από όπου βρίσκουµε 41 −=y  ή 51 −=y  

 και αντίστοιχα           01 =x    ή 71 −=x  

Άρα οι εξισώσεις των εφαπτόµενων είναι: 

       
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 25151474:

25141404:

2

1

=+−⋅+++−⋅+

=+−⋅+++⋅+

yx

yx

ε

ε
 

οι οποίες µετά την εκτέλεση των πράξεων γράφονται 
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ii) Είναι ( ) 5169 =+=ΜΑ  και ( ) ( )ΜΑ==+=ΜΒ 5916 . 

 

iii) Είναι 7
1

7
−=

−
=ΜΚλ ,    

7

1

7

1
=

−
−

=ΑΒλ , οπότε 

      1
7

1
7 −=−=⋅ ΑΒΜΚ λλ . Άρα ΑΒ⊥ΜΚ   

      και επειδή το τρίγωνο ΜΑΒ είναι ισοσκελές ( )ΜΒ=ΜΑ , η ΜΚ θα είναι και  

      διάµεσος του τριγώνου. ∆ηλαδή η ΜΚ είναι µεσοκάθετος του ΑΒ.  
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