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Βασικό Θέμα 

Ανισότητες LOHAN JENSEN 
 

LOHAN JENSEN: Δαλόο καζεκαηηθόο πνπ αζρνιήζεθε κε ηελ αλάιπζε, ηελ  

                                 άιγεβξα θαη ηελ κεραληθή. πλέβαιε ηα κέγηζηα ζηελ κειέηε 

                                 ηωλ θπξηώλ ζπλαξηήζεωλ. Εξγαδόηαλ ζε κηα ηειεθωληθή                           

                                 εηαηξία. Πέζαλε ζε ειηθία 66 εηώλ (1859-1925). 

                           

Ζήηεκα 1ν 

     Έζηω f  κηα ζπλάξηεζε κε :f , θπξηή. 

      Σόηε γηα θάζε 
21

, xx  ηζρύεη: 
22
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Απόδεημε 

 

Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 
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12

02
2

xx

xfxf
  (4). 

 

Πξνθαλώο 
21
 θαη επεηδή ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα 

21
ff  άξα ιόγω 

(3), (4) 
12

02

12

10
22

xx

xfxf

xx

xfxf
 νπόηε θαηαιήγνπκε ζηελ 

0210
xfxfxfxf   (2). 

 

2
) 

12
xx . Εξγαδόκαζηε αληίζηνηρα ζην δηάζηεκα 

12
, xx . 

 

Ζήηεκα 2ν 

      Έζηω f  κηα ζπλάξηεζε κε :f , θπξηή. 

      Σόηε γηα θάζε 
21

, xx  θαη γηα θάζε 1,0  ηζρύεη 

2121
11 xfxfxxf   (1) 

 

Απόδεημε 

 

Δηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

α) 
21
xx . Σόηε ε (1) γίλεηαη 

21
xfxf  πνπ ηζρύεη 

β) 
21
xx   

β1) 21
xx . Θέηνπκε: 

021
1 xxx  θαη  (ρωξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο 

ζεωξνύκε 0, ). ρόιην: Αθνύ 1 .  

Σόηε ε (1) γίλεηαη: 
210
xfxfxf  

210
xfxfxf

210
xfxfxf  

0210
xfxfxfxf .  (2) 

 

ρόιην: 
2211201

1 xxxxxxx  δηόηη 
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21
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 πνπ ηζρύεη. 

 

Θεωξνύκε 
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 ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 
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ηέηνην ώζηε: 
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Θεωξνύκε 
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 ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 
202
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ηέηνην ώζηε: 
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Πξνθαλώο 
21
 θαη επεηδή ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ηόηε 

21
ff ιόγω (3), (4) 

2201

0201

12

02

12
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12

02

21
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xfxfxfxf
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0210
xfxfxfxf   (2) 

 

β2) 21
xx . Εξγαδόκαζηε νκνίωο ζην 

12
, xx . 

 

ρόιην: Η παξαπάλω απόδεημε ζα κπνξνύζε λα γίλεη ρωξίο ρξήζε ηωλ α,β απηό όκωο 

έγηλα γηα λα γίλεη θαιύηεξε ε θαηαλόεζε ηνπ δεηήκαηνο 3 από ην καζεηή. 

 

Ζήηεκα 3ν 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε :f θπξηή ζ’ έλα δηάζηεκα Δ. 

Σόηε γηα θάζε 
v
xxx ,...,,

21
 θαη γηα θάζε 

v
,...,,

21
 κε 2v  κε αξλεηηθνύο 

πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο κε 1...
21 v

 ηζρύεη: 

vvvv
xfxfxfxxxf ......

22112211
  (1) 

 

 

 

Απόδεημε 

 

Η απόδεημε ζα γίλεη κε ηε βνήζεηα ηεο καζεκαηηθήο επαγωγήο. 

1
ν
 βήκα: 

22112211
:2 xfxfxxfP  ηζρύεη ιόγω ηνπ 2

νπ
δεηήκαηνο. 
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2
ν
 βήκα: Δερόκαζηε ηελ αιήζεηα ηεο vP  δειαδή 

vvvv
xfxfxfxxxf ......

22112211
. 

3
ν
 βήκα: Αξθεί λα δείμνπκε όηη ηζρύεη ε 1vP  δειαδή  

112111112211
......

vvvvvvvv
xfxfxfxfxxxxf (2 

 

Θέηνπκε 
v

..
21

 θαη 
1v
 ηόηε 1 . 

 Αλ 0  ηόηε 0...
21 v

 θαη 1  νπόηε 

11111
...

vvvvv
xfxxxf  δειαδή ηζρύεη ε (2) κε ηζόηεηα. 

 Αλ 0  ηόηε έζηω 
v
xxxm ,...,,min

21
 θαη 

v
xxxM ,..,,max

21
. 

Θέηω vv
xxx

y
...

2211

1
. 

Σόηε Mym
1

 δηόηη: Mxm
1

 άξα  

                                        Mxm
1111

 

νκνίωο    
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vvvv

     + 

Mxxm
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11

 

                                         M
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m
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...
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1
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Αλ ζέζνπκε 
12 v

xy  έρνπκε  

21112211
... yyfxxxxf

vvvv 21
yfyf  (ιόγω 2P )  
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2211
...

vv

vv
xf

xxx
f  

112

2

1

1
...

vvv

v
xfxxxf  
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2

1

1
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vvv

v
xfxfxfxf                                           

(ιόγω ηεο vP  αθνύ 1...
21 v ) 

112211
...

vvvv
xfxfxfxf . 

 

 

 

ρόιην: Πξνθαλώο όηαλ ε f  είλαη θνίιε ζην Δ ζα ηζρύεη: 

vvvv
xfxfxfxxxf ......

22112211
. 

 

Ζήηεκα 4ν 

Να απνδείμεηε όηη: 
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α) 
v

xxx
xxx

vv
v

...
...

21

21
 αλ ,0,...,,

21 v
xxx . 

β) ζε θάζε ηξίγωλν  ηζρύεη: 
8

33
. 

 

Απόδεημε 

 

α) Θεωξνύκε ηελ ζπλάξηεζε xxf ln  κε ,0:f . 

Σόηε xx
x

xf
1

, 0
1

2
x

xf  ζην ,0 . 

Άξα ε :f θνίιε νπόηε ιόγω ηνπ ζεωξήκαηνο 3 

vv
xf

v
xf

v
xf

v
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v
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v
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v
f

1
...

111
...

11
2121

 

v

xxx

v

xxx
vv

ln...lnln...
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2121  

v

v
xxx

vv

xxx
...ln

1...
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21

21  

v
v

v
xxx

v

xxx
...

...
21

21 . 

 

β) Αθνύ ην  είλαη ηξίγωλν ηόηε  άξα ρξεζηκνπνηώληαο ην (α) γηα 

3v  έρνπκε 
2

3

33

3 . 

Άξα 
8

33
. 

 

Ζήηεκα 5
ν
): (Θέκα Παλειιελίωλ Εμεηάζεωλ 1997) 

Δίλεηαη πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε g  2 θνξέο παξαγωγίζηκε ζην  ηέηνηα ώζηε 

0xg  θαη 0
2

xgxgxg  γηα θάζε x . Να απνδείμεηε όηη: 

α) ε 
g

g
 είλαη γλεζίωο αύμνπζα 

β) 
21

21

2
xgxg

xx
g  γηα θάζε 

21
, xx . 

 

 

Λύζε 

 

α) 0
2

2

xg

xgxgxg

xg

xg
. 

 Άξα ε ζπλάξηεζε 
xg

xg
 είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην . 
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β) Θεωξώ ηελ xgxh ln . 

xg

xg
xh , 0

2

2

xg

xgxgxg
xh . 

Άξα :h θπξηή άξα ιόγω δεηήκαηνο 2  

22

2121
xhxhxx

h  

21

212121
ln

2
ln

2

lnln

2
ln xgxg

xx
g

xgxgxx
g  

21

21

2
xgxg

xx
g . 

 

ρόιην: Σν ζπγθεθξηκέλν ζέκα απεπζπλόηαλ ζε πάξα πνιύ θαιά δηαβαζκέλνπο 

καζεηέο. 

 

 

 

 

 

 

 

ΕΠΘΜΕΛΕΘΑ ΘΕΜΑΣΩΝ 

ΜΠΑΣΖΑΚΑ ΜΘΥΑΛΗ 

ΠΕΣΡΟΠΟΤΛΟ ΓΘΑΝΝΗ 

ΜΑΘΗΜΑΣΘΚΟΘ 


