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  Προς :  Τους κ. κ.  Kαθηγητές  
                Μαθηµατικών των     
                Λυκείων των Νοµών    
                Χανίων,  Ρεθύµνου και      
                Ηρακλείου  αρµοδιότητάς   
                µου. 
 
 
 
Κοιν.:  Προϊστάµενο Επιστηµονικής &  
             Παιδαγωγικής Καθοδήγησης  
             ∆/θµιας Εκπ/σης Κρήτης. 
 

 
 
ΘΕΜΑ: «∆Ι∆ΑΚΤΙΚΟ  ΥΛΙΚΟ  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ Μ. Κ.: ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ    
               ΛΟΓΙΣΜΟΣ»   
 
Συνάδελφοι,  
 
Σας στέλνω το πέµπτο και τελευταίο αρχείο µε το βελτιωµένο διδακτικό υλικό 
για τα Μαθηµατικά κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου, το οποίο αναφέρεται στο 3ο 
Κεφάλαιο (Ολοκληρωτικός λογισµός). 
Ελπίζω και στις σηµειώσεις αυτές να βρείτε ιδέες, προτάσεις, αφορµές, 
ασκήσεις  και θέµατα που θα εµπλουτίσουν το µαθηµατικό και το διδακτικό  
σας έργο.  
 Υπενθυµίζω  ότι οι σηµειώσεις αυτές απευθύνονται µόνο σε σας και 
προπάντων σε όσους διδάσκουν το µάθηµα. Ευπρόσδεκτες είναι και δικές σας 
σχετικές παρατηρήσεις  και σχόλια που θα µπορούσαν να εµπλουτίσουν τις 
σηµειώσεις αυτές. 
 Ένα αντίγραφο  του αρχείου αυτού να µείνει όπως πάντα στο σχετικό φάκελο  
(υλικό και ηλεκτρονικό) του σχολείου. Με την ευκαιρία της ολοκλήρωσης 
των σηµειώσεων αυτών,  θέλω να ευχαριστήσω όσους ένιωσαν το χρέος να 
πουν ένα καλό ή κριτικό λόγο και βοήθησαν έτσι να ολοκληρωθεί το έργο 
αυτό.  

                                                                            Καλή  δύναµη 
 

mailto:dimitrmp@sch.gr
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Συµπληρώσεις, Παρατηρήσεις, Επισηµάνσεις και Ασκήσεις στο 3ο κεφάλαιο 
της Ανάλυσης  (§ 3.1, 3.2, 3.4, 3.5, 3.7) 

   
          
                               Ι. ΑΡΧΙΚΗ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (§ 3.1) 
 
1. Κατ’ αρχήν πρέπει να έχουµε υπόψη ότι φέτος προστέθηκε στην εξεταστέα ύλη η 
απόδειξη του θεωρήµατος της σελίδας 261 (κριτήριο ακρότατων), ενώ  
αφαιρέθηκαν η εντός της ενότητας 3.1, παράγραφος Αόριστο ολοκλήρωµα, καθώς 
και η ενότητα 3.2 (Μέθοδοι αόριστης ολοκλήρωσης) 
 
2. Για την διδασκαλία της παραγράφου 3.1 (και βέβαια όχι µόνο …) πρέπει να 
έχουµε  υπόψη, ειδικά φέτος, τις σχετικές  φετινές οδηγίες του Π. Ι. Σύµφωνα µε 
αυτές, εξαιρείται η έννοια του αόριστου ολοκληρώµατος, αλλά όχι ακριβώς όλη η 
ύλη της σελίδας 305, η οποία υφίσταται τις εξής αλλαγές: 
Α. Αντί του πίνακα αόριστων ολοκληρωµάτων (σελ. 305) θα πρέπει να δοθεί ο 
πίνακας των παραγουσών µερικών βασικών συναρτήσεων που αναφέρονται στις 
οδηγίες. 
Β. Οι δύο ιδιότητες των αόριστων ολοκληρωµάτων στο τέλος της σελίδας 305 να 
αναδιατυπωθούν ως εξής:  
Αν οι συναρτήσεις  F και G είναι αρχικές των συναρτήσεων f και g αντιστοίχως,  σ' 
ένα διάστηµα ∆  και ο α είναι ένας πραγµατικός αριθµός, τότε:  
i) Η συνάρτηση F + G  είναι µια αρχική της συνάρτησης f + g στο ∆ και 
ii) Η συνάρτηση αF  είναι µια αρχική της συνάρτησης αf στο ∆ 
 
Πόρισµα (αξιοσηµείωτο): Αν οι συναρτήσεις f , g έχουν αρχική στο ∆,  τότε και οι 
συναρτήσεις f + g,  αf,  f - g  έχουν αρχική  στο ∆. 
 
3. Να δοθεί έµφαση στα προβλήµατα που διατυπώνονται στο σχολικό βιβλίο στην 
αρχή της ενότητας και να τονιστεί η σηµασία της αντίστροφης διαδικασίας της 
παραγώγισης. Θα ήταν καλό να συζητηθούν διεξοδικά ορισµένα από αυτά ή άλλα 
ανάλογα, ώστε να προκύψει η σηµασία της αρχικής συνάρτησης. 
 
4. Παρόλο που έχουµε «συνηθίσει» στον όρο αόριστο ολοκλήρωµα, προτείνω να 
µην τον αναφέρουµε καθόλου, αφού δεν είναι στην εξεταστέα ύλη και υπάρχει ο 
κίνδυνος να χρησιµοποιηθεί λανθασµένα ή να υπάρξει και σύγχυση από τους 
µαθητές. Επίσης για την αποφυγή σύγχυσης µε την παράγωγο προτείνω να 
χρησιµοποιείται ο όρος αρχική παρά παράγουσα. 
 
5.  Στον ορισµό της αρχικής συνάρτησης πρέπει να επισηµάνουµε ότι ορίζουµε 
αρχική µιας συνάρτησης f (µιας ορισµένης µεταβλητής)  σε ένα διάστηµα ∆ 
(οποιασδήποτε µορφής) και όχι άλλης µορφής σύνολο (π.χ. ένωση διαστηµάτων).  
Επίσης, επειδή ορισµένοι  µαθητές από συνήθεια χρησιµοποιούν συχνά τον 
συµβολισµό F(x) για µια συνάρτηση, αντί του «συνήθους» f(x), ίσως µπερδευτούν 
στο σηµείο αυτό, αφού το βιβλίο χρησιµοποιεί το συµβολισµό F(x) για µια αρχική 
της f(x). Απαιτείται ειδική επισήµανση ή και αποφυγή αυτού του συµβολισµού. 
Ένας πιο παραστατικός ίσως ορισµός της αρχικής είναι: 
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ΟΡΙΣΜΟΣ  
Ονοµάζουµε αρχική (ή παράγουσα συνάρτηση ή αντιπαράγωγο ή  ... «µάννα») µιας 
συνάρτησης f (... «κόρης») ορισµένης σ' ένα διάστηµα ∆, µε ανεξάρτητη µεταβλητή 
x, κάθε συνάρτηση  Σ(x),  παραγωγίσιµη στο ∆, για την οποία ισχύει    

 
Σ′′′′(x) = f(x)  για κάθε x∈∈∈∈∆ 

 
6. Το θεώρηµα της σελίδας 304 µπορεί να διατυπωθεί και διαφορετικά : 
 Έστω F(x) µια  αρχική της συνάρτησης f (x) σ' ένα διάστηµα ∆. Μια συνάρτηση G 
ορισµένη στο ∆, ίδιας µεταβλητής,  είναι αρχική της f στο ∆ , αν και µόνο αν 
υπάρχει c∈R τέτοιος ώστε  
                                 G(x) = F(x) + c  για κάθε  x∈∆. 
  
Ας σηµειωθεί ότι η σταθερά c εξαρτάται και από το διάστηµα ∆. 
 
7. Το θεώρηµα της σελίδας 304 ισχύει µόνο για συνάρτηση f ορισµένη σε διάστηµα  

∆ και όχι άλλης µορφής σύνολο (είναι κληρονοµιά από την αντίστοιχη πρόταση 
–συνέπεια του Θ.Μ.Τ.- στις παραγώγους : f ′ = g′ ⇔ f = g + c , που ισχύει σε 
διάστηµα).  

 Για παράδειγµα,  η συνάρτηση   f x
x

x A( ) , ( , ) ( , )= − ∈ −∞ ∪ +∞ =1
1

0 02       

Έχει ως  µια αρχική την συνάρτηση   F x x
x

x A( ) ,= + ∈
1

, αφού F′(x) = f(x),  x A∈ .  

Όµως και η συνάρτηση    
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όπως εύκολα προκύπτει είναι µια αρχική της f στο Α, αλλά η διαφορά των αρχικών 
F, G : 

 


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<

>
=−

0x,2009

0x,0
)x(F)x(G   δεν είναι σταθερή συνάρτηση. 

 
8. Παρακάτω θα δούµε (θεµελιώδες θεώρηµα του Ο. Λ.) ότι κάθε συνεχής 

συνάρτηση σε ένα διάστηµα έχει µια αρχική. Όµως και µια συνάρτηση f που δεν 
είναι συνεχής σ' ένα διάστηµα ∆, µπορεί  ίσως  νά 'χει αρχική συνάρτηση  (η 
οποία βέβαια είναι πάντοτε παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής). Άλλωστε η 
παράγωγος µιας συνάρτησης δεν είναι πάντα συνεχής συνάρτηση. 

 
Παράδειγµα : Η παράγωγος της συνάρτησης Σ(x)  είναι η συνάρτηση f (x) : 
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0x,
x
1συν

x
1ηµx2)x(f          

(όπως εύκολα  επαληθεύουµε) 

η οποία f δεν είναι συνεχής στο x=0 (το όριο του 
x
1

συν   στο 0 δεν υπάρχει). Έτσι η 

Σ είναι µια αρχική συνάρτηση στο διάστηµα R = −∞ +∞( , )  της µη συνεχούς 
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συνάρτησης f (ας παρατηρηθεί εδώ ότι η ασυνέχεια της  Σ′ = f  δεν είναι απλή: 
«αιροµένη» ή µε «πήδηµα» και αυτό δεν είναι τυχαίο…). 
 
9. Α. Η ύπαρξη αρχικής για µια συνάρτηση φ,  προσδίδει  στην συνάρτηση φ  
ιδιότητες παραγώγου συνάρτησης, όπως είναι η ιδιότητα Darboux αλλά και µια 
άλλη ιδιότητα: αν δεν είναι συνεχής η φ, τότε οι ασυνέχειες της δεν είναι απλές 
(είναι µόνο δευτέρου είδους: ένα τουλάχιστον από τα πλευρικά όρια δεν υπάρχει ή 
απειρίζεται). Αυτές  οι ιδιότητες αποτελούν αναγκαίες  –µόνο-  συνθήκες   για να 
έχει αρχική η φ. Επόµενο είναι λοιπόν αν µια συνάρτηση φ δεν έχει κάποια από τις 
ιδιότητες αυτές, να µην έχει αρχική. Έτσι υπάρχουν και συναρτήσεις που δεν έχουν 
αρχική. Ειδικότερα: σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Darboux (βλ. ασκ.44(γ) σελ. 20, 
∆ιαφορικός λογισµός Α΄)  η παράγωγος µιας συνάρτησης σε ένα διάστηµα, παίρνει 
ως τιµή της, κάθε αριθµό µεταξύ δυο τιµών της (ακόµη και αν δεν είναι συνεχής, 
δηλαδή ισχύει κάτι ανάλογο µε το Θ. Ενδιαµέσων τιµών για την παράγωγο). 
Εποµένως, αν µια συνάρτηση φ δεν έχει αυτή την ιδιότητα, δεν µπορεί να έχει 
αρχική, έστω F, αφού  F′= φ. Έτσι π.χ. οι συναρτήσεις 
 

      φ(t) = 
t 1, t 0
0, t 0
+ ≥

 <
   ,   f(x) = 

0, x 0
1, x 0

≠
 =

    ,     x(λ) = 
λ , λ R N
λ 1, λ N

∈ −
 + ∈

    

µε πεδίο ορισµού το διάστηµα (-∞,  +∞) δεν έχουν αρχική (η πρώτη και δεύτερη δεν 
έχουν τιµή το 1/2, ενώ η τρίτη το 0 (που βρίσκεται µεταξύ δυο τιµών τους). 
Μάλιστα υπάρχει και άλλος λόγος : δεν είναι συνεχείς και έχουν απλή ασυνέχεια (τα 
πλευρικά όρια στα σηµεία ασυνέχειας  είναι πραγµατικοί αριθµοί που είτε είναι 
διάφοροι µεταξύ τους, είτε διαφέρουν από την τιµή της συνάρτησης).  
Πάντως η απόδειξη ότι δεν έχουν αρχική, µπορεί να δοθεί και απ’ ευθείας χωρίς τις 
ιδιότητες της παραγώγου που αναφέραµε παραπάνω. Ας δούµε π.χ. την  f(x). 
§ Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει συνάρτηση (παραγωγίσιµη) Φ(x) ώστε Φ′(x) = f(x) 

για κάθε x∈ R.Tότε πρέπει Φ′(0) = f(0) = 1 (επικεντρώσαµε την προσοχή 
µας στο 0, επειδή για x < 0 και  x > 0 υπάρχει προφανώς αρχική). 

Επειδή η Φ είναι παραγωγίσιµη (και συνεχής στο 0) έχουµε  

            
( )0
0

x 0 x 0 x 0

Φ(x) Φ(0)Φ (0) lim limΦ (x) limf (x) 0 1
x→ → →

−′ ′= = = = = , αδύνατο. 

 
Άρα δεν έχει  αρχική η f(x). 
 
Ø Μια άλλη συνάρτηση που έχει αρχική ενώ δεν είναι συνεχής, είναι η 

 
x
1ηµ)x(f = για 0 < x ≤1 (ή x≠0 ) και f(0) = 1  (αν f(0) = 0 τότε έχει αρχική!)  

(Η απόδειξη στηρίζεται σε µια σχετική µεθοδολογία, βλ. τέλος, άσκηση 16, σελ.28 ) 
 
Β. Ας σηµειώσουµε ακόµη ότι υπάρχουν συναρτήσεις που έχουν αρχική αλλά αυτή 
δεν µπορεί να εκφραστεί  µε στοιχειώδεις συναρτήσεις. Αυτό σηµαίνει ότι µε τα 
γνωστά στοιχειώδη µέσα, µεθόδους και συναρτήσεις δεν µπορούµε να βρούµε µια 
αρχική τους, όπως  

π.χ.    ,
xln

1
,

x
xηµ

,
x

ex
 

2xe,
x

συνx
,  xηµ,x1,x,

x1

1
,xεφx 3x

4
+

+
, ….    

Στοιχειώδεις συναρτήσεις (µιας µεταβλητής) : είναι αυτές που σχηµατίζονται 
χρησιµοποιώντας τις 4 πράξεις του R καθώς και δυνάµεις και ρίζες µεταξύ  
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πολυωνυµικών, ρητών, τριγωνοµετρικών και  υπερβατικών (ex, lnx κλπ) 
συναρτήσεων. 
 
10. Συνέπεια του θεωρήµατος της σελίδας 304 και της παραπάνω παρατήρησης 7, 
είναι ότι οι αρχικές συναρτήσεων αναφέρονται πάντοτε σε διαστήµατα του πεδίου 
ορισµού µιας συνάρτησης. Έτσι αν η f ορίζεται σε ένωση διαστηµάτων, τότε µια 
αρχική της f δεν πρέπει να την  θεωρούµε ορισµένη στην ένωση αυτή, αλλά σε κάθε 
ένα διάστηµα χωριστά.  Για την συνάρτηση π.χ. 

 f x
x

( ) = −1
1
2  ,  x ∈ −∞ ∪ +∞( , ) ( , )0 0  ,  το σωστό είναι να πούµε : 

♦♦♦♦ Οι αρχικές της  f στο διάστηµα (-∞, 0) είναι οι συναρτήσεις 

           κ
x
1x ++ ,    x∈(-∞, 0), κ∈R,  

 ♦♦♦♦  Οι αρχικές της  f στο διάστηµα  ( , )0 +∞   είναι οι συναρτήσεις, x x c+ +1  (ή 

ακόµη και οι συναρτήσεις 1x 2011 c
x

+ + + , γιατί; ) x ∈ +∞( , )0  , c∈R. 

11. Στο πίνακα των αρχικών σχ. βιβλίου (σελ. 305) πρέπει να επισηµάνουµε αυτό 
που αναφέραµε και προηγουµένως και αναφέρεται και στις οδηγίες: ότι οι τύποι των 
αρχικών των συναρτήσεων ισχύουν σε κάποιο  διάστηµα στο οποίο έχουν έννοια οι 
συναρτήσεις, µε την συµπλήρωση ότι η σταθερά  c εξαρτάται από το διάστηµα αυτό. 
 
12. Αντί του πίνακα αόριστων ολοκληρωµάτων (σελ. 305), όπως αναφέραµε, να δοθεί ο 
πίνακας των παραγουσών µερικών βασικών συναρτήσεων όπως αναφέρεται στις οδηγίες. 
Ο πίνακας αυτός κρίνω σκόπιµο, ιδιαίτερα φέτος,  να συµπληρωθεί µε  τις 
παρακάτω αντίστοιχες  περιπτώσεις σύνθετων συναρτήσεων: 
 

Α/Α Συνάρτηση Aρχικές 

1 f′(x) (f(x))α 
α+1(f(x))

+ c , α -1
α + 1

≠≠≠≠ , c∈R 

2 f′(x)e f(x)   e f(x) + c, c∈R 

3 
f ( x)
f( x)

′′′′
 ln f( x) +c, c∈R 

4 2

f ( x)

f ( x)

′′′′
 -

1
f(x)

, c∈R 

5 f′(x)συν f(x) nµf(x) + c, c∈R 

6 f′(x)ηµ f(x)  -συνf(x) + c , c∈R 

7 2

f (x)

συν f(x)

′′′′
 εφf(x) + c, c∈R 
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(Οι παραπάνω συναρτήσεις και τύποι θεωρούµε ότι ορίζονται σε κατάλληλα 
διαστήµατα. Με f(x) = x έχουµε τις απλές γνωστές περιπτώσεις αρχικών) 
 
13. Φέτος επίσης αξίζει να προσεχτούν ασκήσεις που αφορούν αρχικές, όπως π.χ. τις 
ασκήσεις σελ. 23, 1(α, β, δ), 2, σελ.24, 3, σελ.26, 23, σελ.27, 6, σελ.28, 16, σελ.29, 20, 23 
(βλ. τέλος σηµειώσεων). 
Οι εφαρµογές των σελίδων 306 και 307 να γίνουν µε τη χρήση των αρχικών συναρτήσεων. 
Να λυθούν, σύµφωνα µε τις οδηγίες του Π.Ι., µόνο οι ασκήσεις 2, 4, 5 και 7 της Α΄ Οµάδας. 
Ας δούµε π.χ. την λύση του προβλήµατος 5.  
 
Α΄ τρόπος 

Ρυθµός µεταβολής, Ν′(t) = t / 201
e

20
 εκ. ανά λεπτό. Ζητούµε τον N(60) - N(0). 

Μια αρχική της συνάρτησης t / 201
e

20
 είναι η t / 20e  , αλλά και η  N(t) λόγω υπόθεσης. Έτσι 

από το θεώρηµα της σελίδας 304, έχουµε ότι, υπάρχει µια σταθερά c∈R  ώστε 

  N(t) = t / 20e  + c για κάθε t ≥ 0. 

Άρα Ν(60) - N(0) =  60/ 20e  + c –(1+c) = e3 (≅20) εκατοµµύρια βακτηρίδια. 
 
Β΄ τρόπος 

Έχουµε  Ν′(t) = ( t / 20e )′ για t∈[0, +∞), άρα από γνωστό θεώρηµα υπάρχει c∈R µε 

 Ν(t) = t / 20e  + c για κάθε t ≥ 0 κ.τ.λ. 
 
14. Για την αποσαφήνιση σχετικών εννοιών, η άσκηση 7 (σελ.308) καλό είναι να 
συµπληρωθεί µε το ερώτηµα: Να βρείτε πόσα βαρέλια θα αντληθούν τον 8ο µήνα.  
 
 

 
  

                             ΙΙ. ΟΡΙΣΜΕΝΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ (§ 3.4) 
 
 
1. Έννοια του Ορισµένου Ολοκληρώµατος 
 
Α. Ο ορισµός του ορισµένου ολοκληρώµατος όπως δίνεται στο σχ. βιβλίο, είναι το 
κατά Riemann ολοκλήρωµα µιας συνεχούς συνάρτησης f  στο διάστηµα [α, β].  
Έστω  συνάρτηση συνεχής στο διάστηµα [α, β] και µια διαµέριση του [α, β] σε  
ν = 2, 3,… ισοµήκη διαστήµατα  

       α = x0 < x1 < x2 < ….xν-1< xν = β, µε    xκ -  xκ-1 = 
ν

αβ −
, κ = 0, 1, 2,…,ν. 

 Υπάρχει και ο άλλος, ισοδύναµος, ορισµός µέσω του κατώτερου και ανώτερου 
αθροίσµατος, όµως το ορισµένο ολοκλήρωµα υπολογίζεται ευκολότερα ως 
ολοκλήρωµα Riemann. 
Αυτό συµβαίνει γιατί  ως ενδιάµεσα σηµεία  ξ1, ξ2, …., ξκ στην παραπάνω 
διαµέριση, µπορούµε να πάρουµε τα αριστερά ή τα δεξιά άκρα των διαστηµάτων της 
διαµέρισης: 

 ]
ν

αβ
κα,

ν
αβ

)1κ(α[]x,x[ κ1κ
−

+
−

−+=− ,     κ = 1, 2,. . . ., ν 
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ενώ µε το ανώτερο ή κατώτερο άθροισµα χρειαζόµαστε τα σηµεία των παραπάνω 
διαστηµάτων που η f παίρνει την µέγιστη (αντίστοιχα ελάχιστη) τιµή της σε κάθε 
ένα από αυτά . (Πάντως αν η f είναι και µονότονη, τότε οι θέσεις µέγιστων ή 
ελαχίστων της f συµπίπτουν µε άκρα των παραπάνω διαστηµάτων, οπότε 
ουσιαστικά το ανώτερο ή κατώτερο άθροισµα είναι και άθροισµα Riemann της f). 

Αν επιλέξουµε ως  
ν

αβ
καξ κ

−
+= ,  κ = 1, 2, 3,…,ν        (δεξιά  άκρα) 

 

έχουµε     ∑∫
=+∞→

−
+

−
=

ν

1κv

β

α
)

ν
αβ

κα(f
ν

αβ
limdx)x(f  

 

ενώ αν επιλέξουµε ως  
ν

αβ
)1κ(αξ κ

−
−+= ,    κ=1, 2, 3,… ,ν     (αριστερά άκρα)   

 

έχουµε      ∑∫
=+∞→

−
−+

−
=

ν

1κv

β

α
)

ν
αβ

)1κ(α(f
ν

αβ
limdx)x(f  

 
Παράδειγµα 
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα (Riemann) της συνάρτησης f(x) = x, στο διάστηµα   
[1, 3].  
Θεωρούµε τη διαµέριση του διαστήµατος [1, 3]: 

 P x x x xí v v: ....1 30 1 1= < < < < =−    µε    
v
2

v
13

x∆ =
−

=  

Και επιλέγουµε ως ενδιάµεσα σηµεία  ξκ τα δεξιά άκρα των διαστηµάτων  

]
ν

αβ
κα,

ν
αβ

)1κ(α[]x,x[ κ1κ
−

+
−

−+=− = 




 +
−

+
ν
κ2

1,
ν

)1κ(2
1 ,     κ = 1, 2,...,ν 

 

δηλαδή ξκ = 1+
ν
κ2

, κ = 1, 2, …,ν.  

Έτσι  το άθροισµα Riemann της f στο  [1, 3]  για την παραπάνω διαµέριση είναι  

    ∑
=

+=
v

1κ
ν )

ν
κ2

1(
ν
2

S , ν = 1, 2, … 

οπότε 

=+== ∑∫
=+∞→

)
ν

)κ2
1(

ν
2

limSvlimdxx
v

1κν

3

1 










+ ∑

=+∞→

v

1κν
)κ

ν
2

v(
ν
2

lim = 

 

 






 +
+=

+∞→ 2
)1v(v

v

4
2lim

2ν
      









 +
=∑

= 2
)1ν(ν

κ
v

1κ

 

 

 = 




 ++
+∞→

)
v
1

1(22lim
ν

= 4,     άρα   4dxx
3

1
=∫ . 

 
Ø Προσοχή: ανεξάρτητα αν θα τεθεί στις εξετάσεις άσκηση σχετική µε τον ορισµό 

του ορισµένου ολοκληρώµατος, ένα τουλάχιστον παράδειγµα σαν το παραπάνω 
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είναι καλό να γίνει. Ακόµη και αν δεν µπει άσκηση, µπορεί να τεθεί σχετική 
ερώτηση θεωρίας κλειστού ή µη τύπου. 

 
Β. Σύµφωνα µε την πρόταση που αναφέρεται στο σχ. βιβλίο (σελ.329-330), για  
κάθε συνεχή συνάρτηση f σ' ένα διάστηµα   [α, β],  υπάρχει το ολοκλήρωµά της  στο 
διάστηµα  [α, β],  είναι δηλαδή όπως λέµε η f ολοκληρώσιµη στο διάστηµα  [α, β]. 
Το σχολικό βιβλίο αναφέρεται πάντα σε συνεχείς συναρτήσεις. 
Αποδεικνύεται πάντως στην Ανάλυση ότι υπάρχουν και µη συνεχείς συναρτήσεις 
που είναι ολοκληρώσιµες (πχ. µονότονες). 
 
Γ. Το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης  f στο [α, β] δεν εξαρτάται από τα ενδιάµεσα 
σηµεία ξκ που επιλέγουµε, ούτε από το γράµµα - µεταβλητή x (που επιλέγουµε για 
παραστήσουµε την ανεξάρτητη µεταβλητή). Το ολοκλήρωµα εξαρτάται  µόνο από 
τη συνάρτηση f και το διάστηµα [α. β]. Μπορούµε λοιπόν να γράφοµε 

 du)u(fdt)t(fdx)x(f
β

α

β

α

β

α ∫∫∫ == = ... 

 
Γι' αυτό και η µεταβλητή x λέγεται πλασµατική ή  βουβή  µεταβλητή. Αντίστοιχα δεν 
ισχύουν στο αόριστο ολοκλήρωµα (βλ. παραπάνω Ι.7.Ε ) 
 
 
2.   Ιδιότητες του Ορισµένου  Ολοκληρώµατος 
 
Α. Θεώρηµα 1ο  (γραµµικότητα του ολοκληρώµατος) 
 Η συνέχεια των συναρτήσεων f, g στο διάστηµα [α, β] έχει ως συνέπεια (από 
γνωστές προτάσεις στην συνέχεια των συναρτήσεων) και την συνέχεια των 
συναρτήσεων λf(x),  µg(x),  λf(x) + µg(x) στο [α, β], οπότε οι συναρτήσεις αυτές 
είναι και ολοκληρώσιµες. 
 
Β. Στο θεώρηµα 2 επισηµαίνουµε ότι το ∆ είναι διάστηµα (οποιασδήποτε µορφής) 
και ότι τα α, β, γ είναι οποιαδήποτε σηµεία του ∆ ανεξαρτήτου διάταξης. Επίσης ότι 
η ιδιότητα αυτή γενικεύεται για οποιαδήποτε σηµεία του ∆, π.χ.  
 

          ∫∫∫∫ ++=
γ

κ

κ

β

β

α

γ

α
dx)x(fdx)x(fdx)x(fdx)x(f  κτλ. 

 
Γ. Θεώρηµα 3ο  (Μονοτονία ολοκληρώµατος) 
 

i. Κατ’ αρχή µπορεί  να αποδειχθεί ως άσκηση ότι: αν f, g συνεχείς στο [α, β] και 

        f(x) ≥ g(x) για κάθε x∈[α, β] τότε   dx)x(gdx)x(f
β

α

β

α ∫∫ ≥ .
 

 
ii. Το θεώρηµα 3 είναι ιδιαίτερα σηµαντικό και χρήσιµο σε πολλές ασκήσεις.. 
 Το «…δεν είναι παντού µηδέν» ας δοθεί ισοδύναµα : υπάρχει ξ∈∈∈∈[α, β] µε  f(ξ) > 0.  
 

Ø Άµεση και χρήσιµη γενίκευση, που καλό είναι να  δοθεί ως άσκηση, µε την 
σηµείωση να την έχουν υπόψη στις ασκήσεις(αλλά που πρέπει να την 
αποδείξουν ή τουλάχιστον να κάνουν µια σχετική αναφορά στο θεώρηµα 3, 
αν την χρησιµοποιήσουν) : 

          Αν f, g συνεχείς συναρτήσεις σ' ένα διάστηµα  [α, β] τότε ισχύει: 
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       Αν f(x) ≥ g(x) για κάθε x∈[α, β]  και υπάρχει ξ∈[α, β],  µε f(ξ) > g(ξ)   τότε     

            dx)x(gdx)x(f
β

α

β

α ∫∫ > . 

 
iii. Όλες οι παραπάνω ιδιότητες της µονοτονίας ολοκληρώµατος  ισχύουν µόνο αν 
το κάτω άκρο είναι µικρότερο ή ίσο του άνω άκρου. 
π.χ. είναι  ηµx≤1 στο διάστηµα [0, π] και  ηµx<1  στο [0, π] εκτός του π/2, αλλά 

είναι 
   

    [ ] 211xσυνxdxηµ
0

π

0

π
−=−−=−=∫  ,  [ ] ∫∫ =−≤−==

0

π

0

π

0

π
xdxηµ2πxdx1  

 
 iv. Παραγωγή ανισοτήτων µε τη βοήθεια του Θεωρήµατος 3. 
 
Παράδειγµα 
1. Να δειχτεί  ότι συνx > 1- x   για   x > 0. 
 Έστω x > 0. Επειδή   ηµt - 1≤ 0  για κάθε  t∈[0, x]  και υπάρχουν µε ηµt – 1< 0 ,  

λόγω και του ότι οι συναρτήσεις  f(x) = ηµt,  g(x)=1  είναι συνεχείς στο [0, x], 
έχοµε σύµφωνα µε το θεώρηµα 3:  

0dt)1tηµ(
x

0
<−∫  ή ∫∫ <

x

0

x

0
dt1tdtσυν    ή  [ ] [ ]x0x

0 ttσυν ≤−   ή   συνx ≥ 1- x, x > 0. 

 
Άσκηση 

Ισχύει   ∫∫ ≤
β

α

β

α
dx)x(fdx)x(f    όπου f συνεχής στο  [α, β]  ή στο  [β, α]. 

 (Υπ: ισχύει -|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)| ) 
 
                
 
 

ΙΙΙ. Η ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ  F(x) = ∫
x

α
dt)t(f   (§ 3.5 ) 

                          
1.  Θεώρηµα σελ. 334 (ολοκλήρωµα µε µεταβλητό άνω άκρο). 
 
 Α. Εισαγωγικά : Πριν την διατύπωση του θεωρήµατος καλό είναι να γίνει µια 
«ακτινογραφία»-αποσαφήνιση της «περίεργης» συνάρτησης- ολοκληρώµατος   

                                              ∫=
x

α
dt)t(f)x(φ  , x∈∆. 

 
Έστω µια συνάρτηση συνεχής σ’ ένα διάστηµα ∆ και α τυχόν σηµείο του ∆, αλλά 
µόλις επιλεγεί θεωρείται σταθερό στη συνέχεια. Αν x∈∆, τότε έχουµε τις  
περιπτώσεις 

 α) x = α, οπότε 0dt)t(f)α(φ
α

α
== ∫  

 β) x > α, οπότε η συνάρτηση f, µεταβλητής t, είναι συνεχής στο διάστηµα [α, x] ⊆ 

∆ , άρα ορίζεται το (ορισµένο)  ολοκλήρωµα ∫
x

α
dt)t(f

   
και είναι ένα πραγµατικός 

αριθµός, 
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 γ) Αν  x < α  τότε η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [x,  α] ⊆ ∆ , άρα 

ορίζεται το (ορισµένο)  ολοκλήρωµα ∫∫ −=
α

x

x

α
dt)t(fdt)t(f

   
και είναι ένα 

πραγµατικός αριθµός. 
Εποµένως, καθώς το  x µεταβάλλεται στο διάστηµα ∆ και µε δεδοµένη την συνεχή 

συνάρτηση f και σταθερό το α, ορίζεται πάντοτε ο αριθµός ∫
x

α
dt)t(f

 
εξαρτώµενος 

από το x, δηλαδή είναι συνάρτηση του  x, έστω λοιπόν ∫=
x

α
dt)t(f)x(φ , x∈∆. 

Η ανεξάρτητη µεταβλητή της συνάρτησης φ είναι η  x∈ ∆ , ενώ η µεταβλητή t είναι 
η µεταβλητή ολοκλήρωσης η οποία  «ζει» κάθε φορά µέσα στο διάστηµα [x,  α] ή  
[α, x]. Οι δυο αυτές µεταβλητές δεν πρέπει να συγχέονται, άρα πρέπει τουλάχιστον 
να παριστάνονται µε διαφορετικά γράµµατα. Πρώτα επιλέγεται το x, και 
σταθεροποιείται προσωρινά. Στη συνέχεια λειτουργεί η µεταβλητή t µέσα στο 
διάστηµα [x,  α] ή  [α, x] για να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα, δηλαδή ο αριθµός  
φ(x). Μετά επιλέγεται άλλο x κ.ο.κ. 
 
Γενικότερα, µπορούµε να έχουµε και µεταβολή του α, δηλαδή η φ να είναι 
συνάρτηση δυο µεταβλητών, αλλά πάντα τα  α, x θα τα παίρνουµε στο ίδιο 
διάστηµα στο οποίο η f είναι συνεχής. 
 
Β. Η πλήρης διατύπωση  του Θεωρήµατος της  σελ.334 (έπρεπε να)  είναι : 
Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση σ' ένα διάστηµα ∆ (κλειστό ή όχι, φραγµένο ή 
όχι) τότε η συνάρτηση  

∆x,dt)t(f)x(F
x

α
∈= ∫ ,  όπου   α∈∆   (τυχόν αλλά σταθερό) 

είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και ισχύει   F′′′′(x) = f(x)  για κάθε x∈∈∈∈∆. 
 
Γ. Η µεγάλη σηµασία του θεωρήµατος, είναι ότι συνδέει τις έννοιες της παραγώγου 
και του ολοκληρώµατος που έχουν οριστεί ανεξάρτητα η µια από την άλλη. Έτσι 
αυτό δεν είναι ένα απλό θεώρηµα: είναι ένα «θεϊκό θεώρηµα» και αποτελεί ένα από 
τους θριάµβους της ανθρώπινης διανόησης!.  
      Αυτό είναι κανονικά το  Πρώτο Θεµελιώδες Θεώρηµα του Ολοκληρωτικού 
λογισµού  (Ο. Λ.) και  αυτό που  αναφέρεται  στο σχ. βιβλίο ως θεµελιώδες, είναι το 
∆εύτερο (βλ. π.χ. ∆. Κάππου, Απειροστικός Λογισµός σελ.296, 302). Όµως για να 
µην υπάρξει σύγχυση ας µην αναφερθεί αυτό στους µαθητές. 
 
∆. Σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα εξασφαλίζεται πάντα η ύπαρξη µιας αρχικής 
συνάρτησης για µια οποιαδήποτε συνάρτηση f συνεχή σ' ένα διάστηµα  ∆ (η οποία  
µάλιστα είναι και συνεχής, ως παραγωγίσιµη), η οποία διέρχεται από το σηµείο  
  (α, F(α) = 0). Η αρχική αυτή συνάρτηση δεν είναι πάντα εύκολο να βρεθεί.  
 
Ε. Στον τύπο της αρχικής F(x) του θεωρήµατος, η F είναι συνάρτηση της 
µεταβλητής x, που ; ίναι το άνω άκρο ολοκλήρωσης (συνάρτηση µε µεταβλητό άνω 
άκρο). Το θεώρηµα δεν ισχύει αν στον τύπο της f(t) υπάρχει και η µεταβλητή x. 
Παράδειγµα: αν εφαρµοστεί, επιπόλαια, το θεώρηµα για την συνάρτηση 

∫ −=
x

0
dt)tx()x(g , x∈(-∞, +∞),  θα δώσει 0xx)x(g =−=′ , δηλαδή  g σταθερή. 

Όµως είναι g(x) = x2/2.  Aν µέσα στην συνάρτηση f(t) υπάρχει το x, ή άλλο γράµµα 
εκτός του t, θεωρείται σταθερά, δεν εφαρµόζεται τότε το παραπάνω θεώρηµα για 
την f(t), αλλά ίσως κάποια ιδιότητα του ορισµένου ολοκληρώµατος. 
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ΣΤ. Αν f συνεχής σ’ ένα διάστηµα ∆,  α∈∆,  τότε η συνάρτηση  dt)t(f)x(G
α

x∫=      

ορίζεται για κάθε x∈∆   και είναι   ∫∫ =−=−
x

α

α

x
dt)t(fdt)t(f)x(G  

οπότε σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα η –G(x) είναι παραγωγίσιµη και ισχύει 
 
   - G′(x = f(x)    ή     G′′′′(x) = -f(x),    x∈∈∈∈∆,   G(α) = 0. 
 

Ζ. Σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα ισχύει   )x(fdt)t(f
dx
d x

α
=



∫  , x∈∆, 

δηλαδή η παράγωγος του ολοκληρώµατος συνάρτησης δίνει την ίδια συνάρτηση, 
δηλαδή κατά κάποιο τρόπο η παραγώγιση και η ολοκλήρωση είναι πράξεις 
αντίθετες, η µια αναιρεί την άλλη (όπως π.χ. πρόσθεση - αφαίρεση, τετράγωνο - 
ρίζα κτλ.) 
 
Η. Αν ως κάτω άκρο ολοκλήρωσης, στον τύπο της F, πάρουµε ένα άλλο αριθµό 
α′∈∆,  τότε θα βρούµε µια άλλη αρχική της f (η οποία βέβαια θα διαφέρει από την 
προηγούµενη κατά ένα (σταθερό) αριθµό - συνάρτηση. Υπάρχουν όµως και αρχικές 

µιας συνάρτησης που δεν προκύπτουν µε τον τρόπο αυτό: π.χ. 22x

α
αxtdt2 −=∫ . 

Μεταβάλλοντας το α∈R  παίρνουµε µόνο τις αρχικές  x2 + c, της 2x  µε  c ≤ 0 . 
 
 
Θ. Αν η f είναι και παραγωγίσιµη, τότε η F είναι διπλά παραγωγίσιµη. Γενικά αν η f 

έχει ν-ιοστή παράγωγο τότε η F έχει (ν+1) τάξης παράγωγο. 
   
 
Ι.  Μια χρήσιµη εφαρµογή του (Θεµελιώδους)  Θεωρήµατος του   Ο. Λ. 
 
Αν γνωρίζουµε την αρχική τιµή του Qo = Q(t0 ) ενός µεγέθους Q(t), τον ρυθµό 

µεταβολής   ′ =Q t
dQ t

dt
( )

( )
  του µεγέθους αυτού, καθώς και ότι η συνάρτηση Q′(t) 

είναι συνεχής, τότε µπορούµε να προσδιορίσουµε το άγνωστο µέγεθος Q(t) και 
φυσικά τις τιµές του, αφού ισχύει  

 du)u(QQ)t(Q
t

t0
0
∫ ′+=      (1) 

Παράδειγµα 
Να βρεθεί η ταχύτητα κινητού που κινείται ευθύγραµµα µε οµαλή επιταχυνόµενη 
κίνηση αν την χρονική στιγµή t = to το κινητό είχε ταχύτητα   υ(t0) = υ0. 
Eπειδή η επιτάχυνση α = α(t) = υ′(t)  είναι σταθερή, από τον παραπάνω τύπο  (1) µε  
Q(t) = υ(t), έχουµε,  

)tt(αυ]u[αυdu)u(υυ)t(υ 00
t
t0

t

00
0

−+=⋅+=′+= ∫  

Αν   to = 0  τότε παίρνουµε τον γνωστό τύπο   υ = υ0 + αt   της οµαλής 
επιταχυνόµενης κίνησης. 
 
Άσκηση κατανόησης : Αν f συνεχής στο [α, β] τότε ισχύει    

                              0dt)t(flimdt)t(flim
x

βαx

x

αβx
=+ ∫∫ →→

. 
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2. Σχετικά µε το τύπο: ))x(g))x(g(fdt)t(f
)x(g

α
′=

′






 ∫

  
 (1) 

 

Α. H συνάρτηση Σ(x) = dt)t(f
)x(g

α∫  είναι σύνθεση των συναρτήσεων u = g(x) και 

F(u)= dt)t(f
u

α∫ , Σ = Fog . Έτσι, υποθέτoντας ότι η  f είναι συνεχής σ’ ένα διάστηµα 

∆ µε α∈∆ και ότι η u = g(x)  είναι παραγωγίσιµη σε ένα σύνολο Α,  η Σ(x) έχει 
πεδίο ορισµού το σύνολο 
     DΣ = {{{{x∈∈∈∈A:  g(x) ∈∈∈∈∆}}}}⊆⊆⊆⊆Α  στο οποίο είναι και παραγωγίσιµη και ισχύει η (1).  
 
Το σύνολο αυτό  δεν είναι πάντα  διάστηµα.  Για παράδειγµα 

η συνάρτηση Σ(x) = dt
t1

1x/1

1 2∫ +
 έχει πεδίο ορισµού το σύνολο A=R*. 

 
§ Με την ευκαιρία να σηµειώσουµε ότι,  στην άσκηση 5, σελ. 339, η συνάρτηση  

dt
t1

1
)x(T

x

1 2∫ +
= + dt

t1

1x/1

1 2∫ +
  

έχει πεδίο ορισµού το R* , αλλά ζητείται να δειχθεί ότι είναι σταθερή στο διάστηµα  
(0, +∞). Πράγµατι, εύκολα προκύπτει ότι Τ′(x) = 0 για x > 0, αλλά  και για x < 0. 
Όµως δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι η Τ είναι σταθερή στο σύνολο (-∞, 0)∪(0, 
+∞) , αφού το σχετικό θεώρηµα ισχύει µόνο σε διάστηµα. Απλά µπορούµε να πούµε 
ότι: 
Τ(x) = c = 0 για x > 0 και Τ(x) = κ για x < 0 (αποδεικνύεται ότι κ = Τ(-1) = -π). 
  

Β. Ολοκληρώµατα της µορφής dt)t(f
)x(g

)x(h∫ ανάγονται στην προηγούµενη µορφή :  

 
dt)t(fdt)t(fdt)t(f

)x(g

α

α

)x(h

)x(g

)x(h ∫∫∫ +=    µε α, g(x), h(x) στο διάστηµα ορισµού της f.  

 
 
3. Θεµελιώδες  Θεώρηµα  του  Ο. Λ. 
 
Α.  Το θεώρηµα ισχύει και στην περίπτωση που το κάτω άκρο ολοκλήρωσης  είναι 
µεγαλύτερο από το πάνω άκρο, όπως εύκολα αποδεικνύεται. ∆ηλαδή, για µια 
συνεχή συνάρτηση  f στο διάστηµα [α, β] και F  µια (οποιαδήποτε) αρχική της στο 
[α, β] ισχύει            

                              )β(F)α(Fdx)x(f
α

β
−=∫ . 

Γενικότερα (ως άσκηση) :  Αν  φ(x)  συνεχής συνάρτηση  σ’ ένα διάστηµα ∆  και 
Σ(x)  µια –οποιαδήποτε- αρχική της φ στο ∆, τότε για κάθε  κ, λ∈∈∈∈∆ ισχύει 

                                   )κ(Σ)λ(Σdx)x(φ
λ

κ
−=∫  

Β. Επισηµαίνουµε (και αποδεικνύουµε) ότι το θεώρηµα ισχύει και για µια άλλη 
αρχική της f, άρα για οποιαδήποτε αρχική  της f  

Γ. Συχνό λάθος των µαθητών είναι: )α(f)β(fdx)x(f
β

α
−=∫ . Μπορούµε να δείξουµε 

µε ένα απλό παράδειγµα ότι δεν ισχύει αυτό. 
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∆. Το  θεώρηµα αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουµε ένα ορισµένο 
ολοκλήρωµα µιας συνεχούς συνάρτησης f σ' ένα διάστηµα   [α, β]  (α<β)  αν 
πρώτα βρούµε µια αρχική της f στο διάστηµα αυτό. 

 
Ε. Η γεωµετρική σηµασία του θεωρήµατος αυτού  είναι ότι, το εµβαδόν του χωρίου 

που περικλείεται από την γ. π. της f, ( f(x) ≥ 0 ) τον άξονα των x και τις ευθείες  
      x = α,  x  = β  είναι ίσο µε την διαφορά   F(β) - F(α)  τιµών µιας αρχικής της f.  

Αν f(x) ≥ 0 , x∈[α, β] , τότε F′(x) = f(x) ≥ 0 , οπότε η F είναι (απλά) αύξουσα 
άρα  
F(β) - F(α) ≥ 0 , δηλ. εξασφαλίζεται η µη αρνητικότητα του εµβαδού). 
 

ΣΤ.  Aν f συνεχής στο διάστηµα (α, β] και για την τιµή f(α) = κ (που δεν προκύπτει 
από τον τύπο της f στο (α, β]-άλλος κλάδος), η f γίνεται συνεχής στο [α, β],  

τότε για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος ∫=
β

α
dt)t(fΙ  µπορούµε να 

εργαστούµε ως εξής: Η συνάρτηση  F(x) = ∫∫ −=
x

β

β

x
dt)t(fdt)t(f , x∈ [α, β],  ως 

παραγωγίσιµη  στο [α, β],  είναι και συνεχής στο α, οπότε   

∫==
+→

β

ααx
dt)t(f)α(F)x(Flim . Έτσι  αρκεί να υπολογίσουµε την αρχική F(x) = 

∫
β

x
dt)t(f  , x∈(α, β], της f στο διάστηµα (α, β]. 

Ένας άλλος τρόπος είναι να βρούµε  µια αρχική της f στο διάστηµα (α, β], έστω 
F και να την επεκτείνουµε στο α µε  F(α) = )x(Flim

αx +→
  (βλ. άσκηση  17, σελ. 27) 

 
4. Μέθοδοι Ολοκλήρωσης Oρισµένων  Ολοκληρωµάτων. 
 
Α. Υπάρχουν τρεις µέθοδοι, (αντίστοιχες των µεθόδων ολοκλήρωσης των αορίστων 
ολοκληρωµάτων, οι οποίες φέτος δεν είναι στην εξεταστέα ύλη!). 
 Η µέθοδος της άµεσης ολοκλήρωσης χρησιµοποιεί το θεµελιώδες θεώρηµα του Ο. 
Λ. και ενδείκνυται πολλές φορές σε (λογιστικούς) υπολογισµούς ολοκληρωµάτων. 
Οι µέθοδοι της παραγοντικής ολοκλήρωσης και της αντικατάστασης στα ορισµένα 
ολοκληρώµατα είναι συνήθως χρήσιµοι  κυρίως σε  θεωρητικά θέµατα, όπου ένα 
ολοκλήρωµα µετατρέπεται σε άλλο. Ο λογιστικός υπολογισµός ενός ορισµένου 
ολοκληρώµατος µε τις µεθόδους αυτές, και κυρίως µε την παραγοντική 
ολοκλήρωση,  είναι συχνά επίπονος και αυξάνει τις πιθανότητες για αριθµητικά 
λάθη. 
    Γι’ αυτό, στις περιπτώσεις αυτές, είναι προτιµότερο να βρίσκουµε  πρώτα µια 
αρχική της συνάρτησης χρησιµοποιώντας κυρίως τον πίνακα των αρχικών και µετά 
να χρησιµοποιούµε το θεµελιώδες θεώρηµα του Ο. Λ..  
Όµως, επειδή φέτος δεν είναι στην ύλη οι µέθοδοι αόριστης ολοκλήρωσης και 
δυσκολεύεται η εύρεση αρχικών,  συνιστάται να γίνουν περισσότερα υπολογιστικά 
παραδείγµατα εφαρµογής  των µεθόδων παραγοντικής και αντικατάστασης µε 
ορισµένα ολοκληρώµατα. Μέθοδοι και παραδείγµατα µπορούν να αντληθούν από 
τις σελίδες 311, 313, 314, 315 (των αορίστων). Πιο συγκεκριµένα, µπορούν  να 
δοθούν ως ασκήσεις, στην κατά παράγοντες ολοκλήρωση και αντικατάστασης,  
ολοκληρώµατα, όπως : 
 

Α. 
1 1x x

1 0
xe dx x(e ) dx ...

−
′= =∫ ∫     Όµοια τα 

1 α2 u 2t

0 0
(u 1)e du, te dt+∫ ∫  . 
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Παρόµοια υπολογίζονται τα ολοκληρώµατα της µορφής  
β

α

λxΡ(x)e dx∫ , όπου P(x) 

πολυώνυµο 
(δηλαδή, κατά παράγοντες ολοκλήρωση ως προς το εκθετικό µέρος eλx ) 
 

Β. 
π/2 π/2

0 0
xηµxdx x( συνx) dt ...′= − =∫ ∫  Όµοια τα 

π π

0 0
uσυνudu, (t 1)ηµ(2t)dt+∫ ∫ . 

 
Παρόµοια υπολογίζονται τα ολοκληρώµατα της µορφής  
 

           
β β

α α
Ρ(x)ηµ(λx)dx, Ρ(x)συν(λx)dx∫ ∫ , όπου P(x) πολυώνυµο, λ∈R. 

 
 (δηλαδή, κατά παράγοντες ολοκλήρωση ως προς το τριγωνοµετρικό µέρος) 
 

Γ. 
3e e2

1 1

uu ln udu ln udu ...
3

′ 
= = 

 ∫ ∫  Όµοια τα 
1 π

e 0
x ln xdx, t ln(2t)dt∫ ∫  και 

παρόµοια υπολογίζονται τα ολοκληρώµατα της µορφής   
β

α
Ρ(u) ln(λu)du∫  

(δηλαδή, κατά παράγοντες ολοκλήρωση ως προς το πολυώνυµο  P(x) ) 
 
 

∆. ( )π/2 π/2x x π/2

0 0
Ι e συνxdx e συνxdx ... 1 e Ι′= = = = − + −∫ ∫ .   Άρα  Ι=

π/2e 1
2
−  

 
και παρόµοια υπολογίζονται τα ολοκληρώµατα της µορφής    
 

β β

α α

κx κue ηµ(λx)dx, e συν(λu)du∫ ∫ . 

 
Ε. Απλά ολοκληρώµατα ρητών (µε παρανοµαστή µεγαλύτερου βαθµού, διαφορετικά 

εκτελούµε την διαίρεση) , π.χ. I = 
3 21

20

(x 5x 6x 1)dx
x 5x 6
− + +

− +∫ .  

 
Η διαίρεση (x3-5x2+6x+1): (x2-5x+6):  δίνει πηλίκο x και υπόλοιπο 1, οπότε  
 

I= 
1 1 1 1

2 2 20 0 0 0

1 1 1 1x dx xdx dx dx
2x 5x 6 x 5x 6 x 5x 6

 + = + = + 
 − + − + − +∫ ∫ ∫ ∫  

 
Παραγοντοποιούµε τον παρανοµαστή και αναζητούµε αριθµούς α, β ώστε   
 

1 α β
(x 2)(x 3) x 2 x 3

= +
− − − −

  για κάθε x≠2,3…. βρίσκουµε α = -1,  β =1 ,  κ.τ.λ. 

 
§ Πάντως, όπως και παλιά, ας έχουµε υπόψη ότι δεν είναι στους στόχους του 

µαθήµατος ο λογιστικός υπολογισµός δύσκολων ή πολύπλοκων 
ολοκληρωµάτων. 
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Β. Σχετικά µε το θεώρηµα αλλαγής µεταβλητής (σελ. 337),  

                 (1)     
β

α
f(g(x)) g (x)dx′ =∫ �

2

1

u

u
f (u)du∫ , u = g(x), u1 = g(α) , u2 = g(β), 

 Β1. Το θεώρηµα µας δίνει την δυνατότητα να αναχθούµε σε ολοκλήρωµα άλλης 
µεταβλητής (και άλλων άκρων ολοκλήρωσης) που ίσως είναι ευκολότερο.  
 
Β2. Επισηµαίνουµε ότι πρέπει η συνάρτηση αντικατάστασης g να έχει συνεχή 
παράγωγο στο διάστηµα [α, β] και η f να είναι συνεχής (τουλάχιστον) στο σύνολο 
(διάστηµα, λόγω συνέχειας σε κλειστό) g([α, β]), το οποίο δεν έχει πάντα άκρα τα  
g(α), g(β) (και δεν είναι απαραίτητο να είναι 1-1).  
Γενικά είναι [g(α), g(β)] ή  [g(β), g(α)] ⊆g([α, β]). Οι αριθµοί   g(α), g(β) µπορεί να 
είναι και ίσοι ή άνισοι. Μια περίπτωση το διάστηµα g([α, β]) να έχει άκρα τα g(α), 
g(β), είναι όταν η g είναι 1-1, οπότε λόγω της συνέχειάς της είναι  γν. µονότονη στο 
[α, β] (είναι τότε g([α, β]) = [u1, u2 ] ή [u2, u1 ]). Βέβαια µπορεί να έχει αυτά τα 
άκρα και να µην είναι µονότονη.  
 
§ Αν g(α) = g(β) τότε το ολοκλήρωµα δεν είναι πάντα ίσο µε 0: απαιτείται και η 

προς ολοκλήρωση συνάρτηση να εκφράζεται µόνο µε τη νέα µεταβλητή u 
(δηλαδή να µην υπάρχει η παλιά x). 

 

Β3. Αν προσέξουµε τη ισότητα  
β

α
f(g(x)) g (x)dx′ =∫ �

2

1

u

u
f (u)du∫ , παραβλέποντας τα 

άκρα, βλέπουµε ότι είναι «εντελώς αυτονόητη»:  

Αφού  u = g(x) και  (από …συµβολισµό) du
dx

=  g′(x) ή  du  = g′(x) dx  αλλά και τα 

άκρα ολοκλήρωσης αλλάζουν «αναλογικά». 
Αυτό απλά µας λέει ότι το θεώρηµα επαληθεύεται µε αυτή την «χονδροειδή»  
κίνηση, που δεν αποτελεί, προφανώς, απόδειξη, είναι όµως βολική στην πράξη. 
Η απόδειξή του θεωρήµατος στηρίζεται στη θεώρηση µιας αρχικής της συνεχούς f 
στο διάστηµα g([α, β])  και χρησιµοποίηση του Θ. Θ. του Ο. Λ. 
 

Β4. Στην πράξη σπάνια η συνάρτηση φ(x), σ’ ένα ολοκλήρωµα 
β

α
φ(x) dx∫ , είναι  

φανερά της µορφής f(g(x))g (x)′  Επιµένουµε όµως και  επιλέγουµε u = g(x), όπου 
g(x) είναι συνήθως  ένα «περίεργο», συνήθως «βαρύ» µέρος εντός του τύπου της 
προς ολοκλήρωσης συνάρτησης  φ(x), και προσπαθούµε (γράφοντας τυπικά du = 
g′(x)dx κ.τ.λ.) να το µετατρέψουµε σε ολοκλήρωµα (µόνο) της νέας (πλασµατικής) 
µεταβλητής u  µε νέα όρια ολοκλήρωσης  g(α), g(β) κλπ  
Υπάρχει όµως περίπτωση η αντικατάσταση u = g(x) και οι συνακόλουθες ενέργειες, 
να µην οδηγούν άµεσα σε προς ολοκλήρωση συνάρτηση f(u) (χωρίς την µεταβλητή 
x), αλλά να χρειάζεται η συνάρτηση u = g(x) να λυθεί ως προς x = Σ(u) για να γίνει 
αυτό. Άρα πρέπει η g να είναι και 1-1 στο [α, β] για να έχει αντίστροφη. Αν µάλιστα 
θέλουµε και την συνέχεια της παραγώγου της αντίστροφης Σ, τότε αρκεί να έχουµε 
g′(x)≠0, x∈[α, β] (τότε λόγω και της συνέχειας της g′ , η g  είναι γν. µονότονη και η 
Σ έχει συνεχή παράγωγο στο διάστηµα µε άκρα  g(α), g(β), το οποίο ταυτίζεται τότε 
µε το g([α, β]) κλπ (:εκτός σχ. ύλης τα θεωρήµατα αυτά!) 
Αν η g δεν είναι 1-1 στο διάστηµα ολοκλήρωσης, ίσως να είναι σε κάποια 
υποδιαστήµατά του, οπότε σε αυτά µπορούµε να δουλέψουµε µε την αντίστροφη, αν 
βέβαια οι πράξεις µετά στα ολοκληρώµατα είναι... υποφερτές. ∆ιαφορετικά 
αναζητούµε άλλη, καλύτερη αντικατάσταση. 
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Β5. Ένα άλλος δρόµος για τον υπολογισµό (ή την µετατροπή) ενός ολοκληρώµατος 
β

α
f(x)dx∫ , είναι να χρησιµοποιήσουµε ένα παραπλήσιο µε το παραπάνω θεώρηµα 

(«εσωτερικής µεταβλητής» θα λέγαµε: από το δεύτερο προς το πρώτο  µέλος του 
παραπάνω θεωρήµατος):  
 
v Αν f  συνεχής στο διάστηµα [α, β] και u = g(x)  συνάρτηση µε συνεχή παράγωγο 

σ’ ένα διάστηµα ∆ = [κ, λ] ή [λ, κ] ώστε  α = g(κ), β = g(λ),  
     [α, β] = g(∆), τότε ισχύει  
 

               (2)            
β λ

α κ
f(u)du f(g(x)) g (x)dx′=∫ ∫ �  

 

       (3) (ή  
β λ

α κ
f(x)dx f(g(u)) g (u)du′=∫ ∫ � µε  x = g(u), α = g(κ), β = g(λ) κ.τ.λ.) 

 
   Σχόλιο :  Επειδή   α<β   είναι και κ ≠  λ  (ανεξάρτητα αν g είναι 1-1). 
 
Γ. Οι παραπάνω µέθοδοι ολοκλήρωσης µε αντικατάσταση εφαρµόζοντα σε δυο 
περιπτώσεις: 
1. Η αντικατάσταση u = g(x) (ή  x = g(u) για την περίπτωση (3)) κ.τ.λ., οδηγεί 
«φυσιολογικά» σε µετάβαση από το ένα µέλος στο άλλο (στους τύπους των 
θεωρηµάτων), δηλαδή καθ’ oλοκληρία στη νέα µεταβλητή (u ή x). Σε αυτή δηλαδή 
την περίπτωση τα θεωρήµατα εφαρµόζονται οµαλά, άµεσα, χωρίς να χρειάζεται να 
βρεθεί η αντίστροφη της συνάρτησης αντικατάστασης. Είναι φανερό ότι στην 
περίπτωση αυτή το 1-1 δεν µας ενδιαφέρει αφού δεν το απαιτούν τα θεωρήµατα. 
Στην περίπτωση αυτή αν είναι  ίσα τα νέα άκρα ολολήρωσης το ολοκλήρωµα είναι 
ίσο µηδέν. 
 
Παράδειγµα 1 
Για το ολοκλήρωµα Λ = 1 2

-1 (2x - 1)(x - x + 2011)dx∫∫∫∫ . 
Θέτουµε u = x2 – x +2011 (όχι 1-1 στο [-1, 1]), µε νέα όρια ολοκλήρωσης 1,1, du = 

(2x-1)dx, οπότε Λ = 
1

1
udu∫∫∫∫  = 0 (γενικά 21

-1
(2x - 1)f(x - x + α)dx∫∫∫∫ =0, µε  f συνεχή, 

α∈R) 
 
Παράδειγµα 2 

Για το ολοκλήρωµα Κ=
1

21

dx
1 x− +∫ , θέτουµε  u = g(x) = 1 + x2, µε όρια ολοκλήρωσης 

1,1. Αυτό δεν σηµαίνει ότι το ολοκλήρωµα είναι 0. Για να συµβεί αυτό πρέπει το Κ 
να οδηγείται µε την αντικατάσταση αυτή σε νέα µεταβλητή  u, όπως έγινε στο 
προηγούµενο παράδειγµα. Αυτό όπως παρατηρούµε δεν συµβαίνει εδώ, αφού 
απαιτείται να λυθεί ως προς x, η  u= 1 + x2, πράγµα που δεν δίνει µοναδικότητα στη 
λύση, αφού η g(x) δεν έχει αντίστροφη στο [-1, 1].Αν και εδώ  µπορούµε να 
διασπάσουµε το ολοκλήρωµα στα διαστήµατα [-1, 0], [0, 1] και να λάβουµε 
αντίστοιχα x=- u 1− , x= u 1− , γενικά όταν βρεθούµε σε αυτή την κατάσταση, 
αναζητούµε µήπως υπάρχει µια καλή αντικατάσταση, π.χ. για το ολοκλήρωµα αυτό 
µια καλή αντικατάσταση είναι η x = εφt, t∈[-π/4, π/4], αφού οδηγεί  άµεσα σε νέα 
µεταβλητή κ.τ.λ. 
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Παράδειγµα 3 : Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα 
1 2

0
K 1 x dx= −∫ . 

Θέτουµε x = g(u)= ηµu , u∈[0, π/2] (µπορούµε να επιλέξουµε και το διάστηµα [0, 
π]). Το σύνολο τιµών της g και για τα δυο διαστήµατα είναι  [0, 1] (στο πρώτο είναι 
1-1, ενώ δεν είναι στο δεύτερο). Η αντικατάσταση  x = g(x)= ηµu οδηγεί άµεσα το 
ολοκλήρωµα στην νέα µεταβλητή u (και στα δυο διαστήµατα). Το ολοκλήρωµα Κ 

αν επιλέξουµε u∈[0, π/2], γίνεται 
π/2 2

0
K συν udu= ∫ , ενώ στο άλλο διάστηµα (µε 0 = 

ηµπ) 
π/2 2

π
K συν udu= −∫  και τα δυο όµως έχουν τελικά τιµή π/4. 

 
(Σηµείωση: Η τιµή π/4 του παραπάνω ολοκληρώµατος µπορεί να θεωρηθεί και  
“προφανής” σε σχολικό επίπεδο, αφού δηλώνει το ένα τέταρτο του εµβαδού κύκλου 
ακτίνας 1!) 
 
2. Η αντικατάσταση u = g(x) ή  x = g(u) κ.τ.λ., δεν οδηγεί άµεσα στη νέα (µοναδική) 
µεταβλητή, αλλά χρειάζεται να βρεθεί η αντίστροφη της συνάρτησης 
αντικατάστασης. Φυσικά η απαίτηση να οδηγηθούµε στη νέα (µοναδική) µεταβλητή 
απορρέει από τα παραπάνω θεωρήµατα, µόνο που δεν είναι άµεσα ορατή η 
εφαρµογή τους. Σε αυτή την περίπτωση απαιτείται η συνάρτηση αυτή να είναι 1-1, 
διαφορετικά θα βρεθούµε σε αδιέξοδο ποια συνάρτηση θα επιλέξουµε ή µπορεί να 
οδηγηθούµε σε λάθος (βλ. παράδειγµα 5). 
 

Παράδειγµα 4 : Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα 
1

0
J x 1 xdx= +∫  µε την µέθοδο 

αντικατάστασης. 

Θέτουµε: u = g(x) = 1 x+ , x∈[0, 1], du = 1 dx
2 1 x+

.Η  αντικατάσταση αυτή δεν 

οδηγεί άµεσα σε ολοκλήρωµα συνάρτησης µε την νέα µεταβλητή u. Αυτό θα το 
πετύχουµε αν λύσουµε ως προς x την εξίσωση u = 1 x+ , δηλαδή να βρούµε την 
αντίστροφη της συνάρτησης  g στο διάστηµα ∈[0, 1], υπό την προϋπόθεση βέβαια 

ότι υπάρχει. Εδώ g′(x) = 1
2 1 x+

> 0 οπότε η g είναι 1-1 στο [0, 1] µε αντίστροφη: 

x = u2 -1, u∈ [1, 2 ]. Έτσι το ολοκλήρωµα γίνεται   
2 2 2

1
J 2u (u 1)du= −∫  κλπ. 

 
Παράδειγµα 5  

                       
e

21/e

1K dx
x(1 ln x)

=
+∫   

Αν θέσoυµε  u = 1 + ln2x,  η αντικατάσταση αυτή αποτυγχάνει να οδηγήσει το 
ολοκλήρωµα άµεσα στην νέα µεταβλητή u και απαιτείται να βρεθεί η αντίστροφή 

της, που δεν υπάρχει: u 1x e± −=  ) Αν λάβουµε την u 1x e− −=   ή την   u 1x e −=  
(υπάρχουν και άλλες!) θα έχουµε νέα όρια ολοκλήρωσης 2, 2, οπότε Κ = 0. Όµως το 
ολοκλήρωµα Κ είναι θετικός αριθµός, αφού η προς ολοκλήρωση συνάρτηση είναι 
θετική στο [1/e, e], άτοπο. Αν και µπορούµε να διασπάσουµε το συγκεκριµένο 
ολοκλήρωµα στα διαστήµατα [1/e, 1],[1, e] και να παρoυµε για το πρώτο διάστηµα την 

u 1x e− −=  και για το δεύτερο την u 1x e −=  (1-1 στο [1, 2]), επειδή προκύπτουν 
πολύπλοκα ολοκληρώµατα, θα αναζητήσουµε µια καλύτερη αντικατάσταση. Πράγµατι, 
η   u = lnx   οδηγεί το ολοκλήρωµα στην νέα µεταβλητή u και στην συνέχεια µε την 
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u = εφω, ω∈[-π/4, π.4],  προκύπτει Κ = π/2.  
 
∆. Στην πράξη σε υπολογισµούς ορισµένων (και αόριστων) ολοκληρωµάτων 
συνήθως προτιµούµε, για να αποφύγουµε πολλές πράξεις ή και λάθη, να 
επιλέξουµε (βλ. Β5, σχέση (2)) την αντικατάσταση u = g(x) και το διάστηµα ∆, 
ώστε η g να είναι γν. µονότονη (άρα και 1-1)  στο διάστηµα ∆ (εξασφαλίζουµε έτσι 
το [α, β] = g(∆) αλλά και την αντίστροφη της g αν χρειαστεί). Αυτό το 
εξασφαλίζουµε, µε δεδοµένη την συνέχεια της g′,  µε το να ελέγξουµε (ή και να 
απαιτήσουµε) αν g′(u)≠0, u∈∆ (που ελέγχεται εύκολα), οπότε έχουµε και την 
παραγωγισιµότητα της αντίστροφης αλλά και την συνέχειά της παραγώγου της. 
 
Ε. Υπάρχει περίπτωση µε µια αντικατάσταση να βγούµε έξω από το διάστηµα 
ορισµού του ολοκληρώµατος. Παράδειγµα :  
 

Για το ολοκλήρωµα 
4 x

0
J e dx= ∫ , θέτουµε u= x , x∈[0, 4]. 

1du = dx
2 x

 και η παράγωγος της u  δεν είναι συνεχής στο [0, 4].
 

Στην περίπτωση αυτή ένας τρόπος είναι να παρατηρήσουµε ότι 
 

  
4 4x x

0 αα 0
e dx lim e dx

→
=∫ ∫   και στην συνέχεια να εργαστούµε µε την προηγούµενη 

αντικατάσταση στο [α, 9], 0 < α < 9, (τελικά Ι = 4e3+2) .
 Ο άλλος τρόπος είναι  να χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα αντικατάστασης από το 

δεύτερο προς το πρώτο µέλος (βλ. 4. Β5):  
Θέτουµε x = g(u) = u2, dx = 2udu, οπότε προχωρούµε κανονικά. 

 
5. Προσοχή: Φέτος που δεν είναι στην εξεταστέα ύλη οι µέθοδοι αόριστης 
ολοκλήρωσης, µπορούµε να βρούµε µια αρχική µε βάση το πρώτο θεώρηµα της 3.5 
(µεταβλητό άνω άκρο) σε συνδυασµό µε µια από τις µεθόδους ολοκλήρωσης στα 
ορισµένα. Για παράδειγµα: 
§ Μια αρχική της (συνεχούς) συνάρτησης f(x) = x2ex στο διάστηµα (-∞, +∞).  

είναι π.χ. η  

                 F(x) = 
x x2 t 2 t

0 0
t e dt t (e ) dt ...′= =∫ ∫ = ex(x2 - 2x - 2) 

 
 (Γενικά αν θέλουµε η γ. π. της F(x) να διέρχεται από το σηµείο (α, β) τότε έχουµε 

την αρχική   F(x) = 
x x2 t 2 t

α α
β t e dt β t (e ) dt ...′+ = + =∫ ∫  ) 

§ Μια αρχική της (συνεχούς) συνάρτησης φ(x) = x
1 x+

 στο διάστηµα [0, +∞), 

είναι π.χ η συνάρτηση   Φ(x)= 
x

0

t dt
1 t+∫ , x ≥ 0 . Θέτουµε  u= t ….. oπότε 

 

 
2x x

0 0

u u 1 1Φ(x) 2udu 2 du ...
1 u 1 u

− += = =
+ +∫ ∫ = x - 2 x + 2ln(1+ x ). 

 
6. Το θεώρηµα µέσης τιµής του Ο. Λ. αν και δεν είναι στη εξεταστέα ύλη, 
συνιστάται να δοθεί ως άσκηση: είναι µια καλή επαναληπτική θεωρητική εφαρµογή 
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του Θ.Μ.Τ του ∆. Λ. και του πρώτου θεωρήµατος της σελ.334 (µεταβλητό άνω 
άκρο). 
 
Άσκηση κατανόησης :  
   Έστω α > 0 και f συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [-α, α].Τότε ισχύουν  

   α) Αν f άρτια, 
α α

α 0
f (t) dt 2 f (t) dt

−
=∫ ∫  ,    

   β) Αν f περιττή , ∫− =
α

α
0dx)x(f , π.χ. 0dx)x(ηµ

1

1
2009 =∫− ,

 
 γ) 

α 2

α
xf(x ) dx 0

−
=∫ .

  
   
   
 
 

ΙV. ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΧΩΡΙΟΥ  (§ 3.7) 
 
Α. Όλοι οι τύποι  των εµβαδών είναι επιστηµονικά και διδακτικά σωστό να 
διδαχθούν µε την σειρά που υπάρχει στο βιβλίο, επαγωγικά, και όχι να δοθεί απ’ 
ευθείας ο τελικός τύπος (ο οποίος βέβαια θα πρέπει να τονιστεί ότι καλύπτει όλες τις 
περιπτώσεις). Χρήσιµο είναι να τονίσουµε και να  υπενθυµίσουµε την µέγιστη και 
ελάχιστη τιµή µιας συνεχούς σε κλειστό διάστηµα που χρησιµοποιούµε στη σελίδα 
344, θέµα που σχετίζεται πολύ και µε διάφορες θεωρητικές ασκήσεις µε  όρια στα 
ολοκληρώµατα. 
 
Β. Η εφαρµογή 3 της σελίδας 348, σύµφωνα µε την εξεταστέα ύλη, έχει 
παραλειφθεί. 
 Συνιστάται όµως διδαχθεί ως άσκηση, επισηµαίνοντας την συνάρτηση 
αντικατάστασης - αλλαγής µεταβλητής και να δοθεί ως άσκηση  η εύρεση του 
εµβαδού της έλλειψης.  
Εκτός από αυτό, το αποτέλεσµα της εφαρµογής, Εµβαδόν ηµικυκλίου  
Ε=πρ2/2 , µπορεί να θεωρηθεί γνωστό σε σχολικό επίπεδο(π.χ. σε µια εξέταση) αν 
παρατηρήσουµε ότι αυτό εκφράζεται στον ολοκληρωτικό λογισµό από τον αριθµό 

1 2

1
1 x dx

−
−∫  (y = 21 x− , x∈[-1, 1]) 

 
Γ. Σχετικά µε τα σηµεία τοµής της γ. π. µιας συνάρτησης µε την αντίστροφή της, 
πρόβληµα που µπορεί να εµφανιστεί στα προβλήµατα υπολογισµού εµβαδών.  
 
Έχει γίνει πολύ συζήτηση τα τελευταία 2-3 χρόνια, κυρίως στο διαδίκτυο, αν 
βρίσκονται ή όχι όλα πάνω στην διχοτόµο y = x. Όλοι σχεδόν οι συνάδελφοι που 
έχουν ασχοληθεί µε το θέµα, όπως και εγώ παλαιότερα,  πιστεύουν ότι δεν υπάρχει 
επιστηµονικός ή διδακτικός λόγος για να µην εργαζόµαστε όπως µέχρι σήµερα και 
εν πάση περιπτώσει  υπάρχει  πολύ µικρή αποδοχή της «άλλης θεώρησης της 
αντίστροφης» (η οποία είναι αξιοπρόσεκτη και χρήζει περαιτέρω έρευνας, όχι κατ’ 
ανάγκη σε σχολικά πλαίσια ή µε σχολική προοπτική).  
Εκείνο που  πρέπει όµως να έχουµε υπόψη και να επισηµάνουµε στους µαθητές, 
είναι ότι: Αν βρούµε κατά τα γνωστά την αντίστροφη µιας συνάρτησης y = f(x), 
x∈A, έστω την x = g(y) (ή  x = f-1 (y)), y∈f(A), δεν πρέπει  να εναλλάξουµε τις 
µεταβλητές x, y, χωρίς ουσιαστικό λόγο Το «επιχείρηµα» ότι την ανεξάρτητη 
µεταβλητή την «παριστάνουµε συνήθως µε x» είναι ανεπαρκές και µπορεί να 
οδηγήσει και σε σύγχυση.  Αυτή είναι η µαθηµατική (αλγεβρική) πορεία των 
µεταβλητών-µεγεθών, αλλά και η φυσική πορεία (δηλαδή αν x, y παριστάνουν  
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συγκεκριµένα  µεγέθη). Υπάρχουν βέβαια και περιπτώσεις, π.χ. σε ένα ορισµένο 
ολοκλήρωµα που είναι αδιάφορο πως θα ονοµαστεί η ανεξάρτητη µεταβλητή, όµως  
σε µια αρχική (ή αόριστο ολοκλήρωµα) δεν πρέπει να γίνει  εναλλαγή, όπως και σε 
θέµατα παραγωγίσεων.  
Μια περίπτωση που πρέπει να γίνει εναλλαγή των  x, y είναι όταν κάνουµε την 
γραφική παράσταση της  y = f(x) και της αντίστροφής της στο ίδιο σύστηµα 
συντεταγµένων, όπου κατά πάγια τακτική τοποθετούµε την ανεξάρτητη µεταβλητή 
(ανεξάρτητα πως την συµβολίζουµε κάθε φορά) στον οριζόντιο άξονα. Στη 
περίπτωση φυσικά αυτή οι τετµηµένες των κοινών σηµείων της f και της 
αντίστροφής της, προκύπτουν από τη λύση της εξίσωσης f(t) = f-1(t), t∈ A∩ f(A), αν 
την κοινή ανεξάρτητη µεταβλητή συµβολίσουµε π. χ µε t.   
 

 
V. Παράδοξα - Ερωτήσεις  

 
 

1. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα  Λ = ∫ +
π2

0
dx

xσυν2
1 . 

Θέτουµε θ = εφ
2
x , x∈[0, 2π] , οπότε  θd

θ1
2dx

2+
=   και          

                 0θd
θ3

2dx
xσυν2

1 0

0 2

π2

0
=

+
=

+ ∫∫ .  

∆ηλαδή µια θετική συνάρτηση στο διάστηµα  [0, 2π] έχει  ολοκλήρωµα ίσο µε 
µηδέν, άτοπο.  
Το λάθος οφείλεται στο ότι η συνάρτηση αντικατάστασης θ δεν ορίζεται στο 
διάστηµα του [0, 2π]  (στον αριθµό π). 
 
2. Συχνές είναι οι ερωτήσεις καθηγητών, αν στα  Μαθηµατικά Γενικής παιδείας 
µπορούν οι µαθητές στις εξετάσεις να χρησιµοποιήσουν τον τύπο της εφαπτοµένης 
και τον κανόνα De L' Hospital από τα Μαθηµατικά κατεύθυνσης.  
Σχετικά έχω να παρατηρήσω τα εξής: 
Τα ερωτήµατα αυτά είναι παλιά και δεν υπάρχει επίσηµη απάντηση από το Π. Ι. ή το 
Υ∆ΒΜΘ, παρά τις σχετικές ερωτήσεις που έχουν γίνει. Έτσι κάποιοι καθηγητές  
είναι υπέρ της µιας και κάποιοι υπέρ της άλλη άποψης. Πιστεύω ότι οι µαθητές 
οφείλουν να απαντούν µε την θεωρία του µαθήµατος που εξετάζονται καθώς και µε 
γνώσεις προηγούµενων τάξεων και µόνο. Αν χρησιµοποιήσουν κάτι εκτός 
εξεταστέας ύλης ή που δεν έχει διδαχθεί σε προηγούµενες τάξεις, οφείλουν να το 
αποδείξουν. Παλιότερα υπήρχε η αρχή, ό,τι χρησιµοποιήσει ο µαθητής εκτός ύλης 
εξεταζόµενου µαθήµατος πρέπει να το αποδείξει. Στις µέρες µας µερικοί καθηγητές, 
κυρίως νέοι,  ισχυρίζονται ότι τους καλύπτει το: "κάθε επιστηµονικά τεκµηριωµένη 
απάντηση είναι αποδεκτή"  (που τίθεται κάθε χρόνο κάτω από τα θέµατα των 
εξετάσεων). Αυτοί που κάθε χρόνο το αναγράφουν αυτό, τουλάχιστον για τα 
Μαθηµατικά,  οφείλουν να ξεκαθαρίσουν τι εννοούν ακριβώς, ώστε να 
ξεκαθαριστούν οι όροι των εξετάσεων και µην δηµιουργούνται  προβλήµατα στα 
βαθµολογικά κέντρα. Μπορεί κάλλιστα ένας   βαθµολογητής να µην θεωρήσει 
σωστή µια λύση που θα χρησιµοποιεί π.χ. τον κανόνα  De L' Hospital στα 
Μαθηµατικά  Γενικής παιδείας, ή στην κατεύθυνση π.χ. το δεύτερο κριτήριο 
ακροτάτων ή το Θ.Μ.Τ. του ολοκληρωτικού λογισµού και άλλος να το θεωρήσει 
σωστό.  
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Το κύριο επιχείρηµά µου είναι η ανισότητα που δηµιουργείται µε τους µαθητές της 
θεωρητικής κατεύθυνσης, αλλά και στους µαθητές της κατεύθυνσης που δεν έχουν 
την άνεση ή την δυνατότητα να διαβάσουν ή να διδαχθούν επί πλέον ύλη. Εξ’ άλλου 
και η µαθηµατική πειθαρχία και επινόηση είναι µέσα στους στόχους του µαθήµατος.  
 

 
VI. Μεθοδολογικές και γενικές παρατηρήσεις 

 
1. ∆εν είναι στους σκοπούς του µαθήµατος πολύπλοκοι υπολογισµοί 
ολοκληρωµάτων  και ειδικές τεχνικές και τεχνάσµατα ολοκλήρωσης, όπως γίνεται 
συνήθως στο Πανεπιστήµιο ή στα ΤΕΙ. Οι υπολογισµοί να περιοριστούν σε απλές 
περιπτώσεις, στο επίπεδο του σχ. βιβλίου, σχετιζόµενες κυρίως µε τα εµβαδά.. 
 
2. Οι µέθοδοι ολοκλήρωσης ορισµένων ολοκληρωµάτων  χρησιµοποιούνται όταν 
υπάρχει άµεση ανάγκη υπολογισµού του ολοκληρώµατος. Στην περίπτωση π.χ. 
απόδειξης µιας ανισότητας ή υπολογισµού ορίου ολοκληρώµατος, πρώτα θα 
προσπαθήσουµε να εφαρµόσουµε γνωστές ιδιότητες της διάταξης του 
ολοκληρώµατος ή των ορίων και τελευταία θα σκεφτούµε για άµεσο υπολογισµό 
του ολοκληρώµατος. Άλλωστε ο υπολογισµός ενός (αόριστου και κατ’  επέκταση 
ορισµένου) ολοκληρώµατος είναι γενικά δύσκολο πρόβληµα και πρέπει να γίνεται 
όταν έχουν εξαντληθεί άλλοι τρόποι και ιδιότητες. 
 
3.  Oι ερωτήσεις κατανόησης και οι ασκήσεις του βιβλίου πρέπει να προηγούνται 
των άλλων ασκήσεων που ενδεχοµένως θα δώσουµε στους µαθητές.  
Οι επαναληπτικές ερωτήσεις κατανόησης των σελ.354-359   επιβάλλεται να µην… 
λησµονηθούν και να ελεγχθούν οι απαντήσεις τους µε σχετική δικαιολόγηση στη 
τάξη. 
 
4. Σε πολλά θεωρητικά θέµατα ολοκληρωµάτων, κυρίως µε όρια,  που αναφέρονται 
σε µια συνεχή συνάρτηση φ σε διάστηµα [α. β] είναι  αρκετά χρήσιµο να έχουµε 
υπόψη  το θεώρηµα της µέγιστης και ελάχιστης τιµής για την συνάρτηση φ ή την φ′ 
αν δίνεται  ότι είναι συνεχής. 
 
5. Προβλήµατα εύρεσης συνάρτησης µε ολοκλήρωµα («ολοκληρωτικές 
εξισώσεις») 
Αφού ελέγξουµε την παραγωγισιµότητα των εµφανιζόµενων συναρτήσεων, συνήθως 
παραγωγίζουµε και τα δυο µέλη και προχωρώντας µε συνεπαγωγές, βρίσκουµε µια ή 
περισσότερες συναρτήσεις. Επειδή  δεν προχωρήσαµε  µε ισοδυναµίες (τουλάχιστον 
στο βήµα της παραγώγισης), είµαστε υποχρεωµένοι να κάνουµε επαλήθευση των  
υποψηφίων λύσεων -συναρτήσεων, βρίσκοντας ίσως έτσι και την σταθερά που ίσως 
υπάρχει σε αυτές. Αν όµως δίνεται ή µπορούµε να βρούµε µια αρχική συνθήκη από 
τη δεδοµένη εξίσωση για την άγνωστη συνάρτηση φ, π.χ. φ(κ) = α ή  τ(κ) = φ(κ) - 
και έχουµε υπόψη την σχεδόν προφανή ή ευκόλως αποδεικνυόµενη ιδιότητα:  
τ(x) = φ(x) αν και µόνο (τ′′′′(x) = φ′′′′(x) και τ(κ) = φ(κ)) , σε κατάλληλα διαστήµατα 
-  τότε δεν χρειάζεται επαλήθευση. Συνιστάται να διδαχθούν και οι δυο τρόποι. 
 
6. Να τονίζουµε σε κάθε ευκαιρία το «πνεύµα των θεµάτων µε πολλά ερωτήµατα». 
Οι µαθητές έχουν την τάση να στοχεύουν απ’ ευθείας ένα ερώτηµα, αγνοώντας τα 
προηγούµενα (τα οποία µπορούν να χρησιµοποιήσουν ακόµη και αν δεν τα 
απέδειξαν!).  
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7. Το γενικό επαναληπτικό διαγώνισµα που συνιστάται να γίνει στο τέλος, -τρίωρο- 
πρέπει να έχει  κύριους στόχους τον έλεγχο βασικών γνώσεων και δεξιοτήτων, να 
δίνει µια πρόγευση των πανελληνίων εξετάσεων, αλλά προπάντων και να  
ενθαρρύνει, στο µέτρο του δυνατού, τους µαθητές: είναι λοιπόν καλό τα  2 πρώτα 
θέµατα να αφορούν τον έλεγχο της κατανόησης της διδαγµένης ύλης και των 
σχετικών δεξιοτήτων µέσω κλειστών ερωτήσεων (καλύτερα πολλαπλής επιλογής-όχι 
Σ-Λ) και απλών ασκήσεων κατανόησης και εφαρµογής. Τα υπόλοιπα 2 θέµατα 
µπορούν να πλησιάζουν στο πνεύµα του 3ου  και 4ου  των πανελλαδικών εξετάσεων 
µε τις εξής προϋποθέσεις: να έχουν διδαχθεί παρόµοια ή και  ίδια ή και πιο δύσκολα 
στη τάξη και να είναι στο επίπεδο των δυνατοτήτων των µαθητών. Καλύτερα λίγο 
«φτωχά θέµατα» και να πάνε οι µαθητές µε θάρρος και αυτοπεποίθηση στις 
εξετάσεις παρά µε «πλούσιο Μαθηµατικό περιεχόµενο» και να υπάρξει  πικρία, 
απογοήτευση και πτώση του ηθικού. Άλλωστε τα περιθώρια βελτίωσης στο σηµείο 
αυτό είναι πια πολύ περιορισµένα.- 

 
 
 
 

*      *      * 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΚΑΙ ΘΕΜΑΤΑ  ΕΠAΝΑΛΗΨΗΣ  ΟΛΟΚΛ/ΚΟΥ  ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

 
  
Eρωτήσεις  κλειστού  τύπου 
 
1. α. Μια αρχική της συνάρτησης  φ(t) = x είναι η 

               Α. c
2

x 2
+    Β. c

2
xt2

+      Γ. xt+c   ∆. c
2

tx 2
+  

 
β. Μια αρχική της συνάρτησης φ(y) = xexy είναι  
     A. 2009+xexy    B. xyexy   Γ. 2010+ xexy    ∆. 1+yexy   E.2011+exy 
 

γ. Aν f(x)= ∫
x

2
xdtte   τότε  f′(2) =               A.0     B. 2e2     Γ 4e2.    ∆. e2 

    
δ. Αν α(x) αρχική της φ στο R και φ′(x) < 0 για κάθε x∈R, τότε η –α(x) είναι 
 
    Α. Γνησίως αύξουσα  Β. Γνησίως φθίνουσα   Γ. Κυρτή   ∆. Κοίλη 
 

ε. Η διαφορά   =−∫∫
β

α

β

α
dx)t(fdt)x(f  

 
                 Α.0      Β. β-α      Γ. f(β)- f(α)      ∆.(β-α)(f(x)-f(t))    
 

Στ΄. Η συνάρτηση  dt
t1

1
)x(f

2

x 4∫
+

= , x∈[0, 2],  έχει  

      Α. µέγιστη τιµή 0     Β. Ελάχιστη τιµή 0     Γ. Άλλο 
 

ζ. Αν η συνάρτηση ∫=
x

k tln
dt

)x(f ,  0< x < 1, είναι µια αρχική της συνάρτησης  

    g(t) =
tln

1
στο διάστηµα   (0, 1), τότε πρέπει : 

         Α. k =1    B. k < 1       Γ k > 1      ∆.  0< k < 1     Ε. k∈R  
 

η. Το ολοκλήρωµα  =∫ −1

0
x dte

2
         Α. 0    Β. 1    Γ.

2xe−    ∆ . 
2te−    Ε. e-1    

θ. Ο αριθµός =
′

∫
β

α
θd

)θ(φ
)θ(φ

 

    Α. 
β

α)θ(φ
1









     Β. 

β

α)θ(φ
1









−     Γ. 

α

β)θ(φ
1









    ∆. [ ]β

α|)θ(φ|ln  . 

2. Α. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f µε f x e
x

x
( ) = − 1  για x≠0 και f(0) = 1 είναι µια αρχική 

της συνάρτησης g  µε g(x) = e x

x

x( − +1) 1
2  για x ≠ 0 και g(0) = 

1
2

.  

Β. Να βρεθεί µια αρχική της συνάρτησης φ, µε  
       φ(y) = 3y2 για 0 ≤ y <1, και φ(y) = 3 για y ≥ 1. 



            ∆. Ι. Μ. -  Σ. Σ. Μ.  -  Γ΄ Λυκείου :  Κεφ. 3 - Ολοκληρωτικός   Λογισµός                   24 
                                    

3. Α. Αν Φ αρχική µιας  συνάρτησης f στο διάστηµα [α, β] και Σ αρχική της f στο 
διάστηµα [β, γ], να βρεθεί µια αρχική της f στο διάστηµα [α, γ]. 
Β. Έστω η συνάρτηση f µε f(x) = -1 για x∈[-1, 0) και   f(x) = 1 για  x∈ [0, 1]. Να βρεθεί 
µια αρχική της σε κάθε ένα διάστηµα [-1, 0), [0,1] και να δειχθεί ότι δεν έχει αρχική.  
 

4. Έστω η συνάρτηση x(t) = t + 2t1+ .   α) ∆είξετε  ότι 
2t1

)t(x)t(x
+

=′ , t∈R,  

   β) ∆είξετε ότι η x(t)  είναι  γνησίως αύξουσα στο R. 

   γ) Nα βρεθεί µια αρχική της συνάρτησης φ(t) = 
2

1

1 + t
. 

 
5. ∆είξετε, µε την βοήθεια του ορισµού του ολοκληρώµατος,  ότι   

α) 4xdx
3

1
=∫ ,  β) 

3
26dxx

3

1
2 =∫  ,  γ) 

4
1dxx

1

0
3 =∫  

(∆ίνεται ότι 
2

)1ν(νκ
ν

1κ

+=∑
=

 ,  
6

)1ν2)(1ν(νκ
ν

1κ

2 ++=∑
=

,  
2ν

1κ

3
2

)1ν(νκ 





 +=∑

=
) 

 
6. Nα βρεθούν τα πεδία ορισµού των συναρτήσεων  

φ(x) = ∫
−

−
2x

1 |2t|
dt

,   S(x) = ∫
−2x

e uln
du

         (Απ. (2, 6),  (3, +∞)) 

 

7. ∆είξετε ότι η συνάρτηση ∫ +
++=

1

x 2
2

3 dt
t1

1x1)x(λ  είναι παραγωγίσιµη στο R και 

να βρεθεί η εφαπτοµένη της στην θέση x=1.                        (Aπ. x-2y+3=0) 
 

8. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = dt
e
tx1

x t∫
+

, x∈R είναι παραγωγίσιµη και να  

εξεταστεί ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα. 
 
9. Αν f συνεχής στο R, τότε ισχύει, ∫=

x
1 dt)t(f)x(f  για κάθε x∈R , αν και µόνο αν η f  

είναι η µηδενική συνάρτηση.  
 
10. Να βρεθούν οι συνεχείς συναρτήσεις στο R , µε την ιδιότητα  

e x x f u du dtx tx
( ) ( ) )− + + =







∫∫2 2

00
 , x∈R.                                                    (Απ: xex) 

11. Έστω η συνάρτηση f µε τύπο f(x) =
x1

x
−

.  

  α) Να εξεταστεί ως προς την µονοτονία και να βρεθεί το σύνολο τιµών της.  

  β) Να βρεθεί το όριο dt)t(flim
1α

αα
∫

+

−∞→
,γ) Να βρεθεί µια αρχική της f. 

12. Να εξετάσετε ως προς την κυρτότητα την συνάρτηση φ(x) = dt
t

xex

1

t

∫ , x > 0 και να 

βρείτε τα σηµεία καµπής της συνάρτησης φ′. 

13*. Nα εξετάσετε ως προς την µονοτονία την συνάρτηση  τ(y) = dt
)e1(

e0

y 2t

t

∫ +
 και να 

βρείτε την αντίστροφή της αν υπάρχει. 
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14. Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση φ(x), x > 0, µε την ιδιότητα  

)x(φdt
t

)t(φex
x

1
=+ ∫ για κάθε x > 0 και στην συνέχεια να   εξεταστεί ως προς την 

µονοτονία και τα ακρότατα. 

15. Να δείξετε ότι: α) αν 0 ≤ α ≤1 τότε 2α1α2 2 ≤+≤ ,  β) 
13

2

x1

dxx
14

2 1

0 2

6
≤

+
< ∫ . 

                                 
16. Αν φ(x) = (x + 4)e-x  να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τα 
σηµεία  Σ(x, y) µε –1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ φ(x) .                                              (Aπ.4e-6/e)  
                                
17. Θεωρούµε την συνάρτηση φ(x) = x2 - 2x + 2, x ≥ 1.  
α) Να βρεθεί η αντίστροφή της,  
β) Να λυθεί η εξίσωση φ(x) = φ-1(x),  
γ) Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 
των συναρτήσεων φ, φ-1.                                                                                (Απ.1/3) 
                     

18. Α. Αν f συνεχής στο [-1, 1] να αποδειχθεί ότι  
1

1
ηµx f(συνx) dx 0

−
⋅ =∫  

Β. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα  Ι = 
1

31

ηµ2x dx
8 συν x− +∫  

Γ. Έστω φ συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [α, β] µε φ2(x) + φ(x)<0 για κάθε x∈(α, β) 

και 02005dx)x(φ
β

α
=+∫ . Να εξεταστεί η µονοτονία της συνάρτησης dt)t(φ)x(g

β

x∫= , 

x∈[α, β] και να βρεθεί το σύνολο τιµών της. 
 
19*. Έστω   φ συνάρτηση συνεχής στο R και παραγωγίσιµη στο 0 µε την ιδιότητα  

                           ∫∫ +=
x

0
3x

0
dt)t(φx6xdt)tφt12    για κάθε x∈R 

α) Να δείξετε ότι η φ είναι παραγωγίσιµη στο R, β)Να βρείτε την συνάρτηση φ αν η 
γραφική της παράσταση διέρχεται από το σηµείο (1, 2009). 
                                                                               

20*. Α. Αν φ συνεχής στο διάστηµα [0, +∞) και κ > 0 τότε  ∫−
κ

κ
dx)x(φx 2 = 0.   

Β. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση φ(λ) = ∫
1

0
t)dtλ(συν  είναι συνεχής στο R και να εξεταστεί 

ως προς την µονοτονία στο διάστηµα [0, π/2]. 
 

21*. α) Να  αποδειχθεί  ότι dt
tln

1lim
x

ex
∫

+∞→
 = +∞.  

β) Να βρεθεί ο αριθµός µε τον οποίο µπορούµε να προσεγγίσουµε την παράσταση   

dt
tln

1
x

xlnP
x

e2 ∫=  όταν το x παίρνει πολύ µεγάλες τιµές.                             (Aπ. 0)    

γ) Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης dt
lnt
1

x
lnx

)x(Σ
3

x∫=   στο +∞.                (Aπ. -1)                                                                               

 
22. Έστω φ άρτια  και συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [-1, 1]. α) Να αποδειχθεί ότι 

∫∫− =
+

1

0

1

1 t dt)t(φdt
e1
)t(φ

,  β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫− +

1

1 t

2
dt

e1
tηµ

. 
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23. Έστω η συνάρτηση φ µε φ(x) = ex + λ αν x < 0 και φ(x) = 2x αν x ≥ 0, όπου λ∈R 
σταθερά. 
α) Να δειχθεί ότι, αν λ = 0 η φ δεν έχει αρχική. 
β) Να βρεθεί η τιµή του λ για την οποία η φ έχει αρχική και να βρεθεί.      (Απ. -1) 
          

24*. Αν για την  παραγωγίσιµη στο R συνάρτηση  φ ισχύει φ′(x) = 
2xe  για κάθε x∈R, 

να δείξετε ότι    ∫∫∫
+−+

≥+
2/)βα(

`0

xβα

0

x

0
dt)t(φ2dt)t(φdt)t(φ  για κάθε x∈R. 

 
25. Α. Έστω  φ συνάρτηση γνησίως µονότονη  µε συνεχή πρώτη παράγωγο  στο 
διάστηµα [0, +∞). Nα αποδειχθεί ότι  

                     )α(αφt)dt(φt)dt(φ
φ(α)

0)(φ
1α

0
=+ ∫∫

−  για κάθε  α∈[0, +∞). 

   Ποια είναι η γεωµετρική ερµηνεία της σχέσης αυτής; 

    B. Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  Ι = ∫
e

0
1- dt(t)φ  , όπου φ(t) = tet. 

 
 

*    *    * 
       
 ΓΕΝΙΚΕΣ   ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΚΑΙ  ΘΕΜΑΤΑ 
 
 
1. Έστω φ συνάρτηση συνεχής στο R.  
α) Nα εξετάσετε αν εφαρµόζεται το θεώρηµα  Bolzano για την συνάρτηση   

  φ(λ) = ∫∫ −+−
λ

β

λ

α
dx)1)x(φ(dx)1)x(φ( , λ∈[α, β].  

β) Nα δείξετε ότι  υπάρχει ξ∈[α, β] τέτοιο ώστε ξ2βαdu)u(φdx)x(φ
ξ

β

ξ

α
=+++ ∫∫ . 

2. Έστω f συνάρτηση συνεχής στο R ώστε η συνάρτηση ∫=
0

x
dt)t(f)x(f)x(g  , x∈R να 

είναι γνησίως αύξουσα. Να αποδειχθεί ότι f(x) = 0 για κάθε  x∈R. 
 
3. A. Αν για ένα µιγαδικό z ισχύει  |z + i| + |z - i| = |z + 1| + |z - 1| να αποδείξετε ότι   
     |Re(z)| = |Im(z)| 
Β. Να βρεθούν τα ακρότατα και τα σηµεία καµπής της συνάρτησης  

       ∫ −=
x

0
dt)tx(ηµtx)(φ , x∈[0, 2π]. 

4.  Έστω η συνάρτηση    ∫=
x

e
dt

tln
t

)x(F ,  x ≥ e. 

α) Να εξεταστεί η µονοτονία και η κυρτότητά της.  
β) Να δειχθεί ότι +∞=

+∞→
)x(Flim

x
. 

γ) Να βρεθούν οι τιµές του λ για τις οποίες έχει λύση η εξίσωση λ-F(x) = 0, x ≥ e. 
 

5. α) Να βρεθεί µια συνάρτηση f ορισµένη και παραγωγίσιµη στο R µε την ιδιότητα  
xf (x) f (x) 2x 6x ë3 2′ = − + +  και f(-2) = 50-λ , όπου λ παράµετρος,  λ∈R. 

 β) Για τις διάφορες τιµές του λ να βρεθεί το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 
     f(x) = 0. 
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6.  Α. Έστω f µια αρχική της  συνεχούς συνάρτησης  g στο  R µε g(0)=2011, f(0) = 
2012. i) Αν g(x) ≠0  για κάθε x∈R,  να δειχθεί ότι η  f  είναι γνησίως µονότονη και να 
εξεταστεί αν έχει ακρότατα.  
ii) Nα βρεθεί η εφαπτοµένη της γ. π. της f  στη  θέση x = 0. 

Β. Έστω η συνάρτηση ∫=
x

0 t
dt

e

t
f(x)   , x ≥ 0. 

α) Να δειχτεί ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.  
β) Να δειχθεί ότι κάθε αρχική της f είναι γνησίως αύξουσα και κυρτή. 
γ) Να βρεθεί µια αρχική της  f της οποίας η γ. π. να διέρχεται από το σηµείο 
   (0, 2011). 
δ) Να βρεθεί το όριο της f στο +∞ και το σύνολο τιµών της. 
 

7. α) Να µελετηθεί ως προς την µονοτονία η συνάρτηση
x

ηµx
f(x) =   , x∈(0, π]=∆ 

β) Να εξεταστεί ως προς την κυρτότητα η συνάρτηση dt
t

ηµt
F(x)

π

x∫=    x∈(0,π] 

γ) Να δειχτεί ότι η F είναι γνησίως φθίνουσα. 
 
8. Α*  Aν z∈C, τότε  |z| = |z + 1| = 1  αν και µόνο αν  z2 +z + 1 = 0. 
   Β. Να βρεθούν τα ακρότατα και τα σηµεία καµπής της συνάρτησης            

     ∫ −=
x

0
t)dttηµ(xf(x) . 

 
9. Έστω f µια συνάρτηση συνεχής στο R. θεωρούµε την συνάρτηση         

        dt)t(f)x(h
x

1x∫ −= , x∈R. 

α) Να δειχτεί ότι η h είναι παραγωγίσιµη στο R. 
β) Αν η f είναι γνησίως µονότονη, να δειχτεί ότι και η h είναι οµοίως µονότονη. 
γ) Αν η f είναι παραγωγίσιµη και κυρτή να δειχτεί ότι η h είναι επίσης κυρτή 
συνάρτηση. 
 
10. Έστω µια συνάρτηση παραγωγίσιµη στο R µε f′(0) = 1 τέτοια ώστε  
f(x + y) = f(x)e2y + f(y)e2x για κάθε x, y∈R.  Να αποδειχτεί ότι: 

  α) f(0) = 0 και   lim
( )

x

f x
x→

=
0

1 

  β) ′ = +f x f x e x( ) ( )2 2    και   x2)3( e12)x(f8)x(f += ,     x∈R. 
  γ) f x xe x( ) = 2 ,   x∈R. 
 

11. Έστω  συνάρτηση φ µε την ιδιότητα φ′(t) >
t
1  για κάθε  x > 0. 

α) Να εξεταστεί η µονοτονία της συνάρτησης γ(t) = φ(t) – lnt, t > 0 
β) Έστω f συνάρτηση ορισµένη στο διάστηµα [0, +∞) µε tf(t) > 1 για κάθε  t > 0.  
Να δειχθεί ότι η f δεν έχει αρχική στο διάστηµα [0, +∞). 
 
12. α) Να βρεθούν οι παραγωγίσιµες στο R συναρτήσεις f µε την ιδιότητα               

     )λ(fλ)λ(f =+′  για κάθε λ∈R. 
β) Να δειχτεί ότι µια από τις προηγούµενες συναρτήσεις είναι κοινή ασύµπτωτη (για   
λ→ -∞) όλων των υπολοίπων. 
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13. Έστω f µια συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [α, β]. 

α) Θεωρούµε την συνάρτηση ∫=
x

α
dt)t(f)x(F ,  x∈[α, β]  µε F(β) = 0.   

  Να αποδειχτεί ότι για κάθε λ∈R υπάρχει ξ∈ (α, β) µε f(ξ) = λF(ξ). 
β) Αν η f είναι επιπλέον παραγωγίσιµη, να δειχτεί ότι µεταξύ δυο ριζών της 
εξίσωσης f(x)=0 υπάρχει ρίζα της εξίσωσης F′(x) = f ′(x). 
 
14. Έστω µια συνάρτηση φ παραγωγίσιµη στο διάστηµα [α, β] και  δύο φορές 
παραγωγίσιµη στο  (α, β) µε φ(x) > 0 και φ''(x) < 0 για κάθε x∈(α, β).  
 Να βρείτε τα σηµεία ξ του [α, β],στα οποία το εµβαδόν της επιφάνειας που 
περικλείεται από τη γραφική παράσταση της φ, την εφαπτοµένη της γραφικής 
παράστασης στο (ξ, φ(ξ)) και τις ευθείες x = α, x = β, γίνεται ελάχιστο.  
 
15. Έστω    α > 0  και φ συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [0, α]. Ισχύουν 

α) ∫ ∫ −=
α

0

α

0
du)αu(φdu)u(φ ,  β) ∫∫ ∫ +−=

2/α

0

α

0

2/α

0
du)u(φdu)αu(φdu)u(φ , 

γ) Αν φ(α - χ) = φ(χ)  για κάθε χ∈[0, α] να δείξετε ότι η ευθεία χ = α/2 είναι άξονας 

συµµετρίας της γ. π. της φ και ισχύει ∫∫ =
2/α

0

α

0
du)u(φ2du)u(φ . 

16. Α. Αν η συνάρτηση φ(x) έχει αρχική, ενώ η f(x)  δεν έχει, σ’ ένα διάστηµα ∆, να 
δειχθεί ότι οι συναρτήσεις φ + f, φ – f, αf, α∈R*,  δεν έχουν αρχική στο ∆. 
Β.i) Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης  Φ, µε 

           Φ(x) = 2 1x συν
x

για x ≠ 0 και Φ(0) = 0. 

ii) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση φ µε φ(x) =2 1xσυν
x

 για x≠0 και  φ(0)=0 έχει αρχική 

iii) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση Σ µε 1Σ(x) ηµ
x

= για x ≠ 0  και Σ(0) = 0 έχει αρχική.  

iv) Mε δεδοµένο ότι η συνάρτηση f µε f(x) = 0 για x ≠ 0 και f(0) = 1 δεν έχει αρχική, να 

δειχθεί ότι και η συνάρτηση g µε  1g(x) ηµ
x

= για x ≠ 0  και g(0) = 1   δεν έχει αρχική. 

17. Έστω  φ(χ)  συνάρτηση ορισµένη στο διάσηµα [0, +∞) µε φ(χ)=1+χlnχ, για χ>0. 
Α. Να βρεθεί η τιµή  φ(0) ώστε η φ(χ)  να είναι συνεχής 
Β. Για την συνεχή πλέον συνάρτηση φ: 
 i) να βρεθεί µια αρχική της φ της οποίας η γ. π. να διέρχεται από το σηµείο (1, ¾),  

ii) να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα  Ι= ∫
e

0
χd)χ(φ .                                (Aπ. e+e2/4) 

 
18.  Έστω f µια συνεχής συνάρτηση ορισµένη στο R και έστω για κάποιο ξ∈R ισχύει 

∫>
x

ξ
dt)t(f)x(f  για κάθε x∈R.  

α) Να εξεταστεί ως προς την µονοτονία η συνάρτηση ∫⋅= − x

ξ
x dt)t(fe)x(Σ , x∈R 

β) Να αποδειχθεί ότι +∞=
+∞→

)x(flim
x

.  

19. Έστω  φ συνάρτηση διπλά παραγωγίσιµη στο R µε την ιδιότητα  
 φ(t3) - t3 ≤ φ(t) - t  για κάθε t∈R. Να αποδειχθεί ότι 
α) ότι οι εφαπτόµενες στην γ. π. της φ στις θέσεις -1, 0,1 είναι παράλληλες. 
β) Η συνάρτηση φ′′  έχει ένα τουλάχιστον κρίσιµο σηµείο στο διάστηµα (-1, 1). 
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20*. Έστω φ συνάρτηση ορισµένη στο R και συνεχής στα διαστήµατα (-∞, 0), (0, +∞). 
α) Αν η φ έχει αρχική, να δείξετε ότι τότε είναι συνεχής.  
β) Αν τα πλευρικά όρια της φ στο 0 είναι πραγµατικοί αριθµοί και διάφοροι µεταξύ 
τους, να δειχθεί ότι,  ενώ η φ έχει αρχική σε κάθε ένα από τα παραπάνω διαστήµατα, 
δεν έχει αρχική.                                                                       (Υπ. de L’ Hospital) 
 
21.Έστω f παραγωγίσιµη στο R  τέτοια ώστε να ισχύει η σχέση 2f′(x) = ex-f(x) για κάθε 
x∈R και f(0) = 0.  

α. Να δεχθεί ότι f(x)= 








 +
2
e1

ln
x

,  β.  Να βρεθεί το 
x

dt)tx(f
lim

x

0

0x ηµ

−∫
→

,  

γ.  ∆ίνονται οι συναρτήσεις  h(x) = dt)t(ft
x

x
2005∫− , 

2007
x

)x(g
2007

= . 

   ∆είξτε ότι h(x) = g(x) για κάθε x∈R. 

δ. ∆είξετε ότι η εξίσωση
2008

1
dt)t(ft

x

x
2005 =∫− έχει ακριβώς µια λύση στο διάστηµα (0, 

1).                                                                                                                      (2005)                                                 
 
22. A.Η εφαπτοµένη στην γ.π. της συνάρτησης f(x) = αx, α>0, α ≠ 1, στο σηµείο Μ(ξ, 
φ(ξ)) τέµνει τον x-άξονα στο σηµείο Σ. Να δειχθεί ότι η προβολή του MΣ στον x -
άξονα έχει σταθερό µήκος.                                                                 (Απ.1/|lnα|)   

B. . Να δειχθεί ότι η συνάρτηση x(t) = 2συνt - 
12
t4

 είναι γνησίως φθίνουσα στο 

διάστηµα  [0, +∞ ).  
 
23.Α. Έστω G  συνάρτηση παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, β). Να αποδειχθεί ότι,   
G′(x) + G (x) = 0 για κάθε  x∈(α, β), αν και µόνο αν υπάρχει κ∈R µε  G′(x) = κe-x  για 
κάθε  x∈(α, β). 
Β. Έστω f, g συναρτήσεις παραγωγίσιµες στο  R ώστε  κάθε  µια να είναι µια αρχική 
της άλλης και f(0) = 0, g(0) = 1. Aν ο x-άξονας δεν εφάπτεται στην γ. π. της f, να 
αποδειχθεί ότι : i)  O x-άξονας δεν εφάπτεται στην γ. π. της g, 
ii) Η συνάρτηση  f⋅g  είναι γνησίως αύξουσα, 
iii) H συνάρτηση Σ(x) = f2(x) -  g2(x)  είναι σταθερή,  ενώ για την συνάρτηση 
      G(x) = f(x) - g(x) ισχύει G′ (x) = - G(x) 
iv) Να βρεθούν οι συναρτήσεις f, g.  
 

24. Α. Αν  z = 3 - t + i 2)t2(1 −− , 1 ≤  t < 3, να δειχθεί ότι οι διανυσµατικές ακτίνες 
των µιγαδικών  z2,  z-1 είναι οµόρροπες 

Β. Nα βρεθεί  συνεχής συνάρτηση φ µε την ιδιότητα ∫
−+=

x

0
t)(φ1t dtte2)x(φ

2
 για  κάθε  

x∈R. 
 
25. α) Να αποδειχθεί ότι  2(t2 - 1)ln(1 + t) > t2 - 2t  για κάθε t > 0. 
β*) Μια συνάρτηση φ είναι συνεχής στο διάστηµα [0, +∞) και µη αρνητική, ώστε το 
εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γ.π. της φ , τον x- άξονα και τις ευθείες x 

= 0, x = t > 0  είναι ίσο µε     Ε(t) = 







−−+− t

2
t

2
1)t1ln()1t(

2
1 2

2  για κάθε  t > 0.  

Να βρεθεί η συνάρτηση φ.                                                                    (Aπ. tln(1+t)) 
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26. A. Aν z, ω µιγαδικοί ώστε ο αριθµός  ω z  να είναι πραγµατικός, να δείξετε ότι οι 
εικόνες των  z, ω και η αρχή των αξόνων του µιγαδικού επιπέδου είναι σηµεία 
συνευθειακά και αντίστροφα. 
Β. Έστω z∈C* και ν θετικός ακέραιος. Να δείξετε ότι οι διανυσµατικές ακτίνες των 

µιγαδικών  
ν2

1

ν2

1 1|z|
zz,1|z|

zz 





 −=






 += είναι παράλληλες. 

 
27. Α*. Έστω α ≠ 0. Με την βοήθεια του Θ. Rolle να δείξετε ότι, η µεν εξίσωση  
(x + α)2006 = x2006 + α2006  έχει µοναδική ρίζα την x = 0 , η δε εξίσωση 
(x + α)2005 = x2005 + α2005  έχει δυο ακριβώς ρίζες, τις x = 0, -α. ∆ώσετε γενίκευση. 
Β*.  Αν φ συνεχής στο [0, 1]  δείξετε  ότι  

             i) 0dx)x(φxlim
1

0
t

t
=∫

+∞→
,  ii) 0dxdu)u(φxlim

x

0

1

0
t

t
=





∫∫

+∞→
. 

 
28. Έστω α > 1. α) Να εξεταστεί ως προς την µονοτονία  και τα ακρότατα η συνάρτηση 
 x(t) = αt + α1- t , 0 ≤ t ≤ 1 
β) Να δειχθεί ότι  αt + α1- t ≥2 α , 0 ≤ t ≤ 1. 

γ) Να λυθεί η εξίσωση 3
4
9

4
9 xσυνxηµ 22

=






+






 ,  x∈[0, π/2].  (Aπ. π/4) 

 
29. Α. Αν φ(λ) = λ10 + αλ3 + βλ2-1 και α + β < 0 να δειχθεί ότι η γ.π. της φ τέµνει τον λ - 
άξονα σε δυο τουλάχιστον σηµεία. 
Β*. Έστω φ κυρτή συνάρτηση στο διάστηµα [0, +∞) µε φ(0) = 0. Να αποδειχθεί ότι  
 α) φ(x) < xφ′(x),  x>0,  

 β) η συνάρτηση    ∫=
x

1
dt

t
)t(φ)x(g  είναι κυρτή στο διάστηµα (0, +∞). 

30. Α. Έστω α, β, γ µιγαδικοί µε α + β + γ = 0 και |α| = |β| = |γ| = 1. Να δειχθεί  ότι  για 
κάθε µιγαδικό  z  ισχύει  |z - α| + |z - β| + |z - γ| ≥ 3. 
Β. Έστω η παραβολή φ(x) = x2 και  Α(α, φ(α)), Β(β, φ(β)) δυο διαφορετικά σηµεία της. 
Να δείξετε ότι υπάρχει µοναδικό σηµείο, έστω Γ(ξ, φ(ξ)), της παραβολής στο οποίο η 
εφαπτοµένη είναι παράλληλη στην ΑΒ και ότι οι αριθµοί α, ξ, β αποτελούν διαδοχικούς 
όρους αριθµητικής προόδου. 
 
31. A. Από όλους τους µιγαδικούς z που έχουν τις εικόνες τους στην γ. π. της 
συνάρτησης φ(x) = ex, x∈R,  να βρεθεί αυτός που απέχει λιγότερο από τον µιγαδικό   
ω = 1. Επίσης αυτός του οποίου η διανυσµατική ακτίνα  σχηµατίζει την µικρότερη 
γωνία µε τον ηµιάξονα Οx.                                                                       (Απ. i, 1+ei) 
Β. α) Να δειχθεί ότι για κάθε x > 0 ισχύει  xlnx ≥ x - 1,  
    β) Aν α, β, γ  θετικοί αριθµοί µε  α + β + γ ≥ 3 τότε  ααββγγ ≥ 1. 
 
32*. α) Nα αποδειχθεί ότι η εξίσωση ex - 1 = x έχει µοναδική λύση την x=1. 
β) Nα αποδειχθεί  ότι η συνάρτηση φ µε φ(x) = 2ex - 1 +1 για x < λ  και 
 φ(x) = ex - 1+1+x για x ≥ λ,  έχει αρχική αν και µόνο αν λ = 1. 
γ) Nα βρεθεί µια  αρχική της φ της οποίας η γ. π.  να διέρχεται από το σηµείο (1, 2011). 
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ΕΠΙΛΟΓΗ  ΑΠΟ  ΘΕΜΑΤΑ  ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  (∆ΕΣΜΩΝ) 

 
Τα  θέµατα που είχαν δοθεί παλαιότερα στις «δέσµες» Α΄ και ∆΄, µέχρι και το 2001, 
ήταν γενικά πιο δύσκολα από αυτά που τίθενται µε το τωρινό σύστηµα των 
«κατευθύνσεων». Ανάλογα µε το επίπεδο της τάξης, τα χρονικά περιθώρια  και τον 
βαθµό απορρόφησης της γνώσης και των δεξιοτήτων από τους µαθητές, ο Καθηγητής 
θα επιλέξει όσα κρίνει σκόπιµο για µια τελική επανάληψη, έχοντα πάντα κατά νου ότι 
οι µαθητές καλό να πάνε στις εξετάσεις προετοιµασµένοι τουλάχιστον, στο µέγιστο 
δυνατό βαθµό που  επιτρέπει το σχολικό πρόγραµµα. 

1. ∆ίνεται η συνάρτηση  f  µε f(x) = ex - e  για x<1 και f(x) =
x

xln για x ≥ 1. Να 

αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής και να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου το οποίο 
περικλείεται από την Cf  , τον x - άξονα  και τις ευθείες x = 0, x = e.      
                                                                                                                     (∆΄ 1991) 

2. Α.Αν  Ιν = ∫ εφ
π/4

0
ν xdx ,ν = 1, 2… τότε, α) Να αποδείξετε ότι για κάθε  ν > 2 ισχύει    

    2νν Ι
1ν

1Ι −−
−

=  , β) Να υπολογίσετε το Ι5. 

Β. ∆ίνεται η συνάρτηση µε τύπο  
x2
xlnx)x(f −= , x > 0.  

α) Να την εξετάσετε ως προς την µονοτονία,  
β) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου το οποίο περικλείεται από την Cf  , τον    
  άξονα  Οx και τις ευθείες x = 1, x = 4.                                                     (A΄ 1991)                                          
                 
3. Να βρεθεί πολυωνυµική συνάρτηση Ρ(x) µε Ρ(x) = αx3 + βx + γ , x∈R, α, β, γ∈R, η 
οποία να ικανοποιεί τις συνθήκες: α) η Ρ(x)   είναι περιττή, β) η  Ρ(x)  παρουσιάζει 

τοπικό ακρότατο στο σηµείο  x = 1, γ) ∫ =
2

0
2dx)x(f .           (∆΄  1992)         

4. Α. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε  f(x) = )1x(lnx2)1xln2(
4
x2

−−− , x > 0. 

 α) Να βρεθεί η παράγωγος της f,  
 β) Nα µελετηθεί η ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα. 

Β. α) Nα υπολογιστεί το ολοκλήρωµα  ∫ −=
t

1
xdxln)2x()t(E , t > 1, 

β) Να βρεθεί το
tlnt
)t(Elim

t

′
+∞→

.                                                                 ( ∆΄  1992) 

 
5. α) Να αποδειχθεί ότι µια συνάρτηση f ορισµένη στο R έχει την ιδιότητα f ′ = f αν και 
µόνο αν f(x) = cex, όπου c πραγµατική σταθερά.  
β) Να βρεθεί η συνάρτηση g  ορισµένη στο διάστηµα (-π/2, π/2) η οποία ικανοποιεί τη 
σχέση  g′(x)συνx + g(x)ηµx = g(x)συνx  και  g(0) =1992.                              (Α΄ 1992) 
 
6. Αν η συνάρτηση φ είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα  [1, e] µε  0 < φ(x) < 1 και  
 φ′(x) ≥ 0 για  κάθε. x∈[1, e], να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας µόνο αριθµός     x0∈(1, e) 
τέτοιος ώστε φ(x0) + x0lnx0 = x0.                                                                     (Α΄ 1994)
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7. ∆ίνεται η συνάρτηση  4
x1

1)x(f
4
+

+
= , x > 0.  

α) Να  εξετάσετε την µονοτονία της,  β) να υπολογίσετε το όριο ∫
+

+∞→

1x

xx
dt)t(flim .                                                              

                                                                                                                 (Α΄ 1993)                     
8. Έστω  f συνάρτηση παραγωγίσιµη µε f ′ (x) > 0 για κάθε  x∈R Nα αποδείξετε ότι η 

συ-νάρτηση ∫=
β

α
dt)t-x(f)x(F , x∈R, α, β ∈R είναι παραγωγίσιµη και ότι αν υπάρχει 

x0∈R µε F′(x0) = 0 τότε  F(x) = 0 για  κάθε x∈R.           (A΄ 1995)                       
9. Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f(x), x∈R για την οποία ισχύει   

       )x(feeedt)t(fe xαxx

α
t −−−− −−=∫  µε  x, α∈R                             (Α΄  1993) 

           
10. α) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε µιγαδικούς  z1, z2  ισχύει 
| z1|2 + | z2| 2 = | z1 -  z2| 2  αν και µόνο  Re(z1 2z ) = 0. 
β) Έστω φ(x), x∈ [α, β] συνεχής συνάρτηση και οι µιγαδικοί αριθµοί ζ = α2 + iφ(α),  
ω = φ(β) + iβ2 µε αβ ≠ 0.  Αν |ω|2 + |ζ| 2 = |ω - ζ| 2 να αποδείξετε ότι η εξίσωση φ(x) = 0 
έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα [α, β].                          (Α΄ 1995) 
    
11. Θεωρούµε τους α, β∈R, µε 0<α<β και  την συνεχή συνάρτηση f(x), x > 0,για την 

οποία ισχύει 0dx)x(f
β

α
=∫ και την συνάρτηση   ∫+=

x

α
dt)t(f

x
12g(x) , x> 0.  

 Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (α, β) τέτοιο ώστε  να ισχύουν 
α) η εφαπτοµένη της γ. π. της  g  στο σηµείο (x0, g (x0)) να είναι παράλληλη στον x-
άξονα,  β) g(x0) = 2 + f(x0).                                                                   (Α΄  1995) 
 
 12. Να βρείτε τη συνάρτηση f (x), x ∈ (-π/2, π/2) µε δεύτερη συνεχή παράγωγο για την 
οποία ισχύουν f(0) = 1995, f(′0) = 1 και  

∫∫ ′+συν=συν′′+
x

0
2x

0
dt(t)ηµtfxdtt)t(f1 .                                               (Α΄  1995) 

                                                     

13. Να αποδείξετε ότι για κάθε x > 0 ισχύουν  α) ηµx < 2x,  β) ηµx > x -
3
x3

.  

                                                                                                             (Α΄ 1996) 

14. Α. Έστω g  συνεχής συνάρτηση στο  R και dt)t(g)tx()x(f
x

0∫ −= ,  x∈R .  

Nα αποδείξετε ότι η  f είναι δυο φορές παραγωγίσιµη και να µελετήσετε την f ως προς 
τα κοίλα, όταν g(x) ≠ 0 για κάθε x∈R.  
Β. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γ. π. των 
συναρτήσεων  g(x) = x , f(x) = 2x-1  και την ευθεία  x = 0.                      (∆΄  1996)
       
15. Έστω f(t) η ποσότητα ενός αντιβιοτικού που έχει απορροφηθεί από το ανθρώπινο  
σώµα κατά την χρονική στιγµή t, όπου t ≥ 0,  και  f(x),  x ≥ 0  συνάρτηση µε 

499
t

21)t(f
−

−= . Να βρεθεί η χρονική στιγµή t1 κατά την οποία ο ρυθµός απορρόφησης 
του αντιβιοτικού από  το ανθρώπινο σώµα είναι ίσος µε το 1/16 του ρυθµού 
απορρόφησης κατά την χρονική στιγµή t0 = 0.                                           (∆΄ 1996)           
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16. Α. Να  βρεθεί η συνεχής συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει     

      x1

0
x1 ef(x)f(x)dxe +=∫

−  για κάθε x∈R. 

Β. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και ισχύει f(x) + f(α+β-x) = c  για 
κάθε x∈[α, β], όπου  c σταθερός αριθµός. Να αποδείξετε ότι  

    ))β(f)αf((
2

αβ
2

βαf)αβ(dx)x(f
β

α
+−=






 +−=∫ .                 (A΄ 1996) 

Σηµείωση: η συνθήκη f(x) + f(α + β - x) = c  για κάθε x∈[α, β], είναι ικανή και 
αναγκαία για να έχει η γ. π. της f κέντρο συµµετρίας µε τετµηµένη το µέσο του 
διαστήµατος [α, β]. Έτσι υπάρχει και γεωµετρική ερµηνεία της παραπάνω σχέσης. 
 
17. Έστω g  συνάρτηση διπλά παραγωγίσιµη στο R τέτοια ώστε g(x) > 0 και  
    g″(x)g(x) - (g′(x))2 > 0  για κάθε x∈R. Να αποδείξετε ότι  
  α) η συνάρτηση  g′/g  είναι γνησίως αύξουσα,  

  β*) Ισχύει )x(g)x(g
2

xx
g 21

21 ≤






 +  για κάθε x1, x2 ∈R.                       (A΄ 1997) 

18. Έστω f πραγµατική συνάρτηση συνεχής στο R τέτοια ώστε  f(x) ≥ 2 για κάθε x∈R 

Θεωρούµε την συνάρτηση  ∫
−

−+−=
x5x

0
2

2
dt)t(f1x5x)x(g ,  x∈R. Να αποδειχθεί ότι   

α) g(-3)g(0) < 0,  
β) Η εξίσωση g(x) = 0  έχει µια µόνο ρίζα στο διάστηµα (-3, 0).               (∆΄ 1997) 
 
19**.  ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση φ(x) > 0,  x > 0, για την οποία ισχύει  
φ′(x) + 2xφ(x) = 0, για κάθε x > 0 και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το 
σηµείο Α(1, 1). α) Να δείξετε ότι η παράγωγος της φ είναι συνεχής στο (0, +∞) και να 
βρείτε την  συνάρτηση φ.  

 β) Να δείξετε ότι  
2

1x
t2
dt)t(φ)x(φ

x2
1x x

1 22
−<<−

∫ , x > 1. 

 γ) Να βρείτε την συνάρτηση  t)dt(φ)
t2
11()x(Φ

x

1 2∫ += , x > 1.  

 δ) Να αποδείξετε ότι  1dtee2
x

1
t2

<∫
−  για κάθε  x > 1.                     (Α΄ 1998) 

 

20. ∆ίνεται η συνάρτηση  f(t) =
2t
3t2

+
+ , t∈[1, 4]. 

  α) Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  Ι = ∫
4

1
dt)t(f ,  

  β) Έστω η συνάρτηση ∫ +
+=

4

1
x/t dte

1x
2x)t(f)x(g

2
, x > 0. 

     i)  να δειχθεί ότι 
222 x/4x/tx/1 eee ≤≤ για κάθε  x∈[1, 4],  

     ii) να υπολογιστεί το )x(glim
x +∞→

.                                        (Α΄ 1999) 

21. Έστω f συνεχής στο R. α) Να αποδειχθεί ότι ∫∫ =+
7

1

3

0
du)u(f

2
1dx)1x2(f . 

 β) Έστω ότι  2004du)u(fdx)1x2(f4
7

1

3

0
+=+ ∫∫ . Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένα 

τουλάχιστο ξ∈(1, 7) τέτοιο ώστε f(ξ) = 334.                                              (∆΄  2000)    
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22. Θεωρούµε µια συνεχή  συνάρτηση  f(x),  x∈R µε την ιδιότητα  

∫∫ ++=+
1

0
22x

0
2 dt)tt(x6xdt)t(f)t1(  , x∈R. α) Να αποδείξετε ότι  

1x
5x2)x(f 2 +

+= , x∈R, 

β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης στην γ.π. της f στο σηµείο Α(0, f(0)). 
                                                                                                                    (∆΄  2000) 
23. Έστω  f  συνεχής συνάρτηση στο  R.  Να δειχθεί ότι η  συνάρτηση  

∫ +−=
1

0
4222 dt]tx)t(fxt2))t(f[()x(I , x∈R παρουσιάζει ελάχιστο στο σηµείο   

x0 ∫=
1

0
2 dt)t(ft5 .                                                (Α΄  2000) 

               
24. Υποθέτουµε ότι υπάρχει πραγµατική συνάρτηση g παραγωγίσιµη στο R τέτoια ώστε 
να υπάρχει α∈R µε    g(x + y) = eyg(x) + exg(y) + xy + α, για κάθε x, y∈R.  
Να αποδείξετε ότι  α) α = g(0) = 0,  β) g′(x) = g(x) + exg′(0) + x  για κάθε x∈R. 
 (και προαιρετικά ...ότι δεν υπάρχει τέτοια συνάρτηση!)                           (A΄ 1997) 
 
25. Έστω συνάρτηση φ παραγωγίσιµη στο R µε φ′(0) =1 ώστε  

xx

0
xet)dt(φ −≥∫  για κάθε x∈R  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης στην γ.π. της 

φ στο σηµείο Α(0, φ(0)).                                                                       (A΄ 2001)
                                     
26. Έστω η συνάρτηση  f(x) = x2lnx, x > 0. α) Nα αποδείξετε ότι υπάρχει ένα µόνο 
σηµείο της Cf στο οποίο η εφαπτοµένη είναι παράλληλη στον x-άξονα. 
β) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf , τον x-άξονα 
και  την ευθεία x = x0 όπου x0  η  θέση του τοπικού ακρότατου της  f.     
                                                                                                                (Α΄ 2001) 

27. Έστω η συνάρτηση φ(x)=
2-x

xβxα 2 + , x ≠ 2. Να βρεθούν οι τιµές των α, β για τις 

οποίες η  ευθεία  y = 2x-1 είναι ασύµπτωτη της Cf  στο +∞.                       (∆΄  2001) 
         
28.Α.Η συνάρτηση f(x), x∈R έχει συνεχή παράγωγο και ικανοποιεί την ισότητα 

      ∫ =′
β

α
)x(f 0dxe)x(f , α < β, α, β∈R. Να αποδείξετε ότι  

     i) f(α) = f(β), ii) Η εξίσωση f ′(x) = 0 έχει µια τουλάχιστον ρίζα στο (α, β). 
 

B. Έστω η συνάρτηση 
x
4x2)x(f += , x > 0. α) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του 

χωρίου που περικλείεται από την Cf , τον x-άξονα και τις ευθείες x = λ, x = λ+1, λ>0 

είναι ίσο µε  )
λ
1ln(141λ2)λ(E +++= , 

β) Να βρείτε την τιµή του λ για την οποία το Ε(λ) γίνεται ελάχιστο.  
                                                                                                      (Απ.λ=1, ∆΄ 2001) 
29*. Έστω η συνάρτηση f(x) = 2000 + |ln(x-1)|, x > 1 και   c > 2000. Έστω ότι η Cf και 
ευθεία y = c τέµνονται σε δυο διαφορετικά σηµεία  του επιπέδου Α, Β. Να αποδείξετε 
ότι οι εφαπτόµενες της Cf στα σηµεία Α, Β είναι κάθετες µεταξύ τους.    
                                                                                                                 (A΄  2000) .- 
 

*    *   *    *    * 
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